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Εισαγωγη στη Γεωµετρια ΙΙ
Πρώτη Εργασία: Αφινική και Προβολική Γεωµετρία

Γράφουµε οµογενείς συντεταγµένες µε αγκύλη, π.χ. [3, 3, 1], οπότε Σηµείο προβολικού χώ-

ϱου P (V n+1) γράφεται ως προς δοθείσα ϐάση του ∆Χ είτε µέσω των οµογενών συντεταγµένων,

είτε µέσω της κανονικής προβολής p : V n+1 − {0} → P (V ):

m = [x1, x2, . . . , xn+1] = p(x), x =
n+1∑
i=1

xibi 6= 0

(Γράψαµε Σηµείο, µε κεφαλαίο σίγµα, για να ϑυµόµαστε ότι είναι στοιχείο ΠΧ και όχι ΑΧ.)

1. Βρείτε τους αφινικούς χώρους που ορίζονται από τα συστήµατα γραµµικών εξισώσεων

(i) 2x− 3y + z = 0 στο R3

(ii)

{
3x− 2y + z + 2w = 4
−x+ 2y + 2z − w = 5

στο R4.

Ορίστε αφινική απεικόνιση από τον πρώτο στον δεύτερο η οποία να στέλνει τα σηµεία
ϐάσης µέσα των πλευρών του τριγώνου που ορίζει η ϐάση του δεύτερου χώρου. Τέλος,
ϐρείτε τον αφινικό χώρο που δίνεται ως η τοµή του ΑΧ (ii) µε τον ΑΧ που ορίζει η
εξίσωση

x+ y + z + w = 1.

2. (αʹ) ∆ώστε αποδείξεις όλων των ισχυρισµών που δώσαµε στην παρουσίαση των δυϊκών
χώρων (µηδενιστές, ύπαρξη δυϊκής ϐάσης, ϑεωρήµατα διαστάσεων: αν U,W είναι
προβολικοί υποχώροι του P (V ), τότε

dim(< U ∪W >P ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ),

όπου γράψαµε < ., . >P για το προβολικό ανάπτυγµα pr-span κλπ).

(ϐʹ) Στο προβολικό επίπεδο P (R3) δίνονται προβολικές ευθείες µέσω αφινικών ευθειών
στο αφινικό επίπεδο/χάρτη {z = 1}:

2x+ 3y = −1, −3x+ 5y = 2.

Βρείτε τα επίπεδα που ορίζουν στον χώρο R3 οι δύο αυτές ευθείες και δώστε το
σηµείο του ΠΧ που είναι η τοµή τους. Θέλουµε τώρα να ῾῾στείλουµε το σηµείο
τοµής στο άπειρο᾿᾿: επιλέξτε αφινικό επίπεδο X ⊂ R3 τέτοιο ώστε το σηµείο τοµής
των δύο προβολικών ευθειών να ϐρίσκεται στην προβολική ευθεία∞X . Είναι αυτό
το X µοναδικό ;



3. Βρείτε την οµογραφία ή οποία στέλνει τα Σηµεία [1, 2], [2, 1], [5, 3] της προβολικής ευ-
ϑείας P (R2) = RP 1 στα Σηµεία [−1, 2], [2,−3], [4, 1].

4. (αʹ) ∆είξτε ότι τα Σηµεία του προβολικού επιπέδου P (R3)

[2,−1, 3], [1, 1,−2], [1, 0, 3], [−1, 2,−1]

ορίζουν προβολική ϐάση, αλλά αν αντικαταστήσουµε το τέταρτο Σηµείο [−1, 2,−1]
από το [3, 2,−1], τότε δεν έχουµε ϐάση. Βρείτε την Ευθεία που περιλαµβάνει τρία
από τα Σηµεία αυτά στην δεύτερη αυτή περίπτωση .

(ϐʹ) Για την αρχική επιλογή, δώστε τις εικόνες των Σηµείων της προβολικής ϐάσης για
την οµογραφία που δίνεται από τον πίνακα

A =

 2 2 1
1 0 3
2 −1 1


και εκφράστε τα ως προβολική ϐάση του P (R3).

5. (αʹ) Βρείτε τους Ιακωβιανούς πίνακες των παραγώγων των συναρτήσεων αλλαγών χαρ-
τών του προβολικού χώρουRP n πj◦π−1

i και υπολογίστε το πρόσηµο της ορίζουσάς
τους.

(ϐʹ) Βασισµένοι στα παραπάνω, δείξτε ότι ο προβολικός χώρος είναι προσανατολίσιµος
για n περιττό, και µη-προσανατολίσιµος για n άρτιο.

(γʹ) ∆είξτε το ίδιο αποτέλεσµα µελετώντας κατά πόσο η προβολική οµάδα του RP n

είναι δροµοσυνεκτική ή όχι.

6. ∆ώστε τις λεπτοµέρειες της απόδειξης του ϑεωρήµατος διάστασης για υποχώρους προ-
ϐολικού χώρου: αν U,W είναι προβολικοί υποχώροι του P (V ), τότε

dim(< U ∪W >P ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ),

όπου γράψαµε < ., . >P για το προβολικό ανάπτυγµα pr-span.

7. ∆ώστε τις λεπτοµέρειες της επαλήθευσης των δράσεων στα παραδείγµατα που δώσαµε
και δείξτε τους ισχυρισµούς που δώσαµε για την µεταβατικότητα ή µη της κάθε δρά-
σης. Βρείτε τις υπο-οµάδες σταθεροποίησης (stabilizer subgroup), περιλαµβάνοντας
επιπλέον και την δράση της ορθογώνιας οµάδας O(n,R) σε σφαίρα Sn (και όποιες
άλλες περιπτώσεις σας ενδιαφέρουν !)

8. ∆είξτε ότι σε προβολικό χώρο P (V n+1) τα (n+2) Σηµεία {mi}n+1
0 δίνουν προβολική ϐάση

εάν και µόνο εάν κάθε συλλογή (n+1) Σηµείων από αυτά είναι προβολικά ανεξάρτητη.
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