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1. ∆ιαβάστε τις σηµειώσεις πάνω στη ∆ιανυσµατική Ανάλυση και απαντήστε σε όλες τις
ερωτήσεις που ϐρίσκονται µέσα στο κείµενο (υπάρχουν οκτώ τέτοια ερωτήµατα, µε
πλάγια γραµµατοσειρά, σε παρενθέσεις).

2. Υπολογίστε τη χαρακτηριστική του Euler όλων των συµπαγών επιφανειών, προσανα-
τολίσιµων και µη, ϐασισµένοι στις παραστάσεις τους ως χώροι πηλίκο πολυγώνου.
Παραδείγµατος χάρην, προσανατολίσιµη επιφάνεια Σg παράγεται από την ταύτιση των
πλευρών κανονικού πολυγώνου µε 2g πλευρές µε τον εξής τρόπο (παίρνουµε µε τη
σειρά τις πλευρές):

a1b1a
−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g , π.χ. για τον τόρο: aba−1b−1.

(Συµβουλευτείτε το πρώτο κεφάλαιο του ϐιβλίου του Massey για λεπτοµέρειες.) ΄Ετσι,
για προσανατολίσιµη επιφάνεια, χ(Σg) = 2− 2g.

3. ∆είξτε ότι εάν για τοπολογικό χώρο X η συνεχής απεικόνιση f : X → Sn (n ≥ 1) δεν
είναι επί, τότε η f είναι µηδεν-οµοτοπική, δηλαδή οµοτοπική µε τη σταθερή συνάρτηση.

4. ∆είξτε ότι :

(αʹ) Το επίπεδο µείον πεπερασµένο αριθµό διακριτών σηµείων έχει ως παραµορφωτικό
σύµπτυγµα ένα ¨µπουκέτο¨ κύκλων, δηλαδή κύκλους µε ένα κοινό σηµείο.

(ϐʹ) Ο χώροςR3 µείον η ευθεία {(0, 0, z) : z ∈ R} έχει τον οµοτοπικό τύπο του κύκλου
S1. Γενικότερα, για m < n, ο χώρος Rn −Rm έχει τον τύπο οµοτοπίας σφαίρας
Sn−m−1.

5. Ορίσαµε σύµπτυξη (retraction) ως συνεχή r : X → A, µε r(a) = a, δηλαδή r ◦ ι =
IdA και παραµορφωτική σύµπτυξη εάν έχουµε οµοτοπία που να παραµορφώνει την
ταυτοτική στην r, δηλαδήH : ι◦r ' IdX . Εάν επιµείνουµε να ισχύει και ότιH(a, t) = a
∀t (όχι µόνο H(a, 1) = a), τότε έχουµε την έννοια της strong deformation retraction.
Συνήθως, για καλούς ΤΧ, µία παραµορφωτική σύµπτυξη είναι και SDR. ∆είξτε το εξής
αντι-παράδειγµα:



΄Εστω X ο χώρος στο R2 που είναι η ένωση των κλειστών διαστηµάτων από το (0,0)
στα σηµεία (1, 1/n). ∆είξτε ότι το {(0, 0)} είναι SDR του X, αλλά το {(1, 0)}, ενώ είναι
παραµορφωτική σύµπτυξη του X, δεν είναι SDR.

6. ∆είξτε ότι η ορθογώνια οµάδα O(n,R) είναι SDR της γενικής οµάδας Gl(n,R) (υπόδει-
ξη : Gram-Schmidt).

7. ∆ώστε παράδειγµα συνεχούς απεικόνισης f : X → Y που είναι επί αλλά όχι 1:1 και
τέτοια ώστε ο οµοµορφισµός π(f) : π1(X, x0)→ π1(Y, f(x0)) να είναι 1:1 αλλά όχι επί.

Βρείτε και f,X, Y µε την f 1:1 αλλά όχι επί που να δίνει π(f) επί αλλά όχι 1:1.

8. Συχνά ϐολεύει να χαλαρώσουµε την σταθερότητα του σηµείου ϐάσης : λέµε ότι δύο
ϐρόχοι g, g : I → X είναι ελεύθερα οµοτοπικοί εάν υπάρχει οµοτοπία H : I×I → X
µε H(s, 0) = f(s), H(s, 1) = g(s) και H(0, t) = H(1, t), δηλαδή έχουµε ϐρόχο για
κάθε τιµή της παραµέτρου της οµοτοπίας.

∆είξτε ότι : δύο ϐρόχοι f : (I, ∂I) → (X, x0) και g : (I, ∂I) → (X, x1) είναι ελεύθερα
οµοτοπικοί εάν και µόνο εάν υπάρχει δρόµος h : I → X από το σηµείο ϐάσης x0 του
f στο σηµείο ϐάσης x1 του g τέτοιο ώστε f 'p h ∗ g ∗ h.

9. ∆είξτε ότι κάθε µία από τις παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµη µε την απλή συνεκτι-
κότητα χώρου X:

(αʹ) Ο X είναι δροµοσυνεκτικός και για κάθε x0 ∈ X, η π1(X, x0) είναι τετριµµένη
οµάδα.

(ϐʹ) Κάθε ϐρόχος f : (I, ∂I) → (X, x0) είναι οµοτοπικός µε την σταθερή απεικόνιση
ex0 : I → X.

(γʹ) Για κάθε Ϲεύγος σηµείων, κάθε δύο δρόµοι που τα συνδέουν είναι δροµο-οµοτοπικοί.
(δʹ) Ο X είναι δροµοσυνεκτικός και κάθε ϐρόχος είναι ελεύθερα οµοτοπικός µε στα-

ϑερό ϐρόχο.
(εʹ) Κάθε δύο απεικονίσεις f, g : S1 → X είναι οµοτοπικές.
(ϛʹ) Ο X είναι δροµοσυνεκτικός και κάθε συνεχής f : S1 → X έχει συνεχή επέκταση

στον δίσκο D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} (όπου ϑεωρήσαµε τον κύκλο ως
S1 = ∂D2.)

10. ΄Εστω A ⊂ X υποχώρος και επιλέγουµε σηµείο ϐάσης στο A. Εάν r : X → A είναι
σύµπτυξη, τότε r∗ : π1(X, x0)→ π1(A, x0) είναι επί. Εάν i : A ↪→ X είναι ο εγκλεισµός,
τότε η i∗ : π1(A, x0) → π1(X, x0) είναι 1:1. Εποµένως, εάν έχουµε παραµορφωτική
σύµπτυξη από το X στο A, τότε ο i∗ είναι ισοµορφισµός.

11. Μία παράσταση της ϑεµελιώδους οµάδας του προβολικού επιπέδου είναι

π1(RP
2) '< c | c2 >,

πρόκειται δηλαδή για την αβελιανή οµάδα Z2 (εδώ c = ab είναι ϐρόχος γεννήτορας της
ΘΟ του U2 ' S1).

∆ώστε γεννήτορα α της οµάδας, δηλαδή ϐρόχο στο τετράγωνο που ορίζει τον προβολικό
χώρο µε τις γνωστές ταυτίσεις, τέτοιον ώστε η σύνθεση µε τον εαυτό του δίνει ϐρόχο
οµοτοπικό µε τον τετριµµένο. ∆είξτε σε σχήµα τα ϐήµατα της οµοτοπίας.



12. (αʹ) ∆είξτε ότι ο τόρος T 2 µείον ένα σηµείο του έχει τον τύπο οµοτοπίας µπουκέτου δύο
κύκλων S1 ∨ S1.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι ο κύκλος S1 είναι σύµπτυξη του S1 ∨ S1, αλλά δεν υπάρχει παραµορ-
ϕωτική σύµπτυξη.

13. Η ταινία του Möbius M προκύπτει από την ταύτιση δύο απέναντι ακµών του τετρα-
γώνου, µε αντίθετη ϕορά. Γεωµετρικά, έχουµε επιφάνειας στο χώρο, παραδείγµατος
χάρην µε δύο παραµετρήσεις

r(t, u) = ((3− t sinu) cos 2u, (3− t sinu) sin 2u, t cosu), t ∈ (−1, 1)

µε u ∈ (0, π) για την πρώτη και u ∈ (−π/2, π/2) για τη δεύτερη παραµέτρηση.

∆είξτε ότι υπάρχει παραµορφωτική σύµπτυξη τηςM στον κεντρικό της κύκλο (t = 0)
και εποµένως η ταινία έχει τον τύπο οµοτοπίας του κύκλου, αλλά δεν υπάρχει σύµπτυξη
στον συνοριακό κύκλο της (t = ±1).

14. Στον τόρο T 2 = S1 × S1 ⊂ C×C, µε α, β τους ϐρόχους

α(t) = (e2πit, 1), β(t) = (1, e2πit), t ∈ I,

δείξτε (µε χρήση κατάλληλου διαγράµµατος) ότι α ∗ β = β ∗ α (έτσι δικαιολογούµε και
γεωµετρικά ότι η ϑεµελιώδης οµάδα είναι αβελιανή).

15. Μία οµάδα G λέγεται τοπολογική οµάδα εάν έχει δοµή τοπολογικού χώρου µε τις
απεικονίσεις γινοµένου και αντιστρόφου να είναι συνεχείς :

µ : G×G→ G, ι : G→ G,

όπου µ(g1, g2) = g1g2 και ι(g) = g−1. Θεωρούµε τη ϑεµελιώδη οµάδα της G µε σηµείο
ϐάσης τη µονάδα e. Εάν f, g είναι ϐρόχοι ϐασισµένοι στο e, ορίζουµε ϐρόχο γινόµενο
f · g µέσω του γινοµένου στην G: (f · g)(t) = f(t)g(t), t ∈ I.
∆είξτε ότι το γινόµενο των f, g στην π1 είναι στην ίδια κλάση οµοτοπίας µε τον παραπάνω
ϐρόχο γινόµενο, f ∗ g ∼ f · g, αλλά και f · g ∼ g ∗ f , και εποµένως η ϑεµελιώδης οµάδα
της G είναι αβελιανή.
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