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∆ιανυσµατική Ανάλυση και ∆ιαφορικές Μορφές στο R3

Η πρώτη αυτή εργασία επεξεργάζεται την επαναδιατύπωση µεγάλου µέρους της ∆ιανυσµατι-

κής Ανάλυσης µέσω διαφορικών µορφών στον χώρο. Εποµένως, ϑα περνάµε ελεύθερα από
διανυσµατικά πεδία σε µορφές, αναφέροντας απλά αν πρόκειται για ∆Π πρώτου ή δεύτερου
τύπου (δηλαδή που αντιστοιχεί σε 1– ή 2–µορφή):

P dx+Qdy +Rdz ←− F = P e1 +Qe2 +Re3 −→ P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy.

Ο χώρος R3 ϑεωρείται ως ∆Χ µε την συνήθη διατεταγµένη ϐάση

E = (e1, e2, e3),

εκτός αν χρειαστεί να υποθέσουµε άλλη επιλογή ϐάσης. ∆εν υποθέτουµε ότι έχει επιλεχθεί
εσωτερικό γινόµενο ! Τα στοιχεία του R3 ϑα τα λέµε σηµεία, σε αντιδιαστολή µε διανύσµα-

τα, τα οποία είναι στοιχεία ενός R3 προσαρτηµένου σε κάθε σηµείο. Θεωρούµε δηλαδή το
Καρτεσιανό γινόµενο R3 × R3 µε στοιχεία Ϲεύγη (r,v). Η ϐάση είναι η ίδια και στα δύο
µέρη του γινοµένου.

Θα είναι χρήσιµος ο παρακάτω πρωτότυπος συµβολισµός. ΄Ενα σηµείο του R3 γράφεται

r = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 =

 x1

x2

x3


E

= Ex.

(Σκεφτόµαστε δηλαδή ότι τα διανύσµατα ϐάσης δίνουν κάτι σαν έναν 3 × 3 πίνακα.) ΄Ετσι,
αν B = (b1, b2, b3) είναι κάποια άλλη ϐάση, µε

bi =
3∑
j=1

ujiej,

γράφουµε B = EU , όπου ο πίνακας U = (uij) και έτσι η αλλαγή ϐάσης δίνει

r = Ex = By = (EU)y = E(Uy),

οπότε η γραµµική αλλαγή µεταβλητών στις νέες συντεταγµένες y1, y2, y3 είναι x = Uy .
(Παρατηρήστε την διαφορετική ϑέση του πίνακα αλλαγής ϐάσης σε σχέση µε το παλιό και νέο

αντικείµενο : για αλλαγή ϐάσης B = EU , ενώ για αλλαγή συντεταγµένων x = Uy.)
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1. Αλλαγή ϐάσης και 1-µορφές : Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι η κλίση ϐαθµωτού

πεδίου στον χώρο είναι διαφορική 1–µορφή και όχι διανυσµατικό πεδίο.

∆ίνεται λεία συνάρτηση f : R3 → R. Εάν r(t) είναι καµπύλη ορισµένη σε διάστηµα
I 3 0, µε r(0) = r0 και αρχική ταχύτητα d

dt
r(t)|t=0 = v, υπολογίστε τον ϱυθµό

µεταβολής της f κατά µήκος της καµπύλης στο t = 0, δηλαδή το d
dt
f(r(t))|t=0. Αυτή

είναι έννοια που σχεδόν συµπίπτει µε την κλασική παράγωγο κατά κατεύθυνση και
ισούται µε

df(v) =
∂f

∂x1

(r0) v1 +
∂f

∂x2

(r0) v2 +
∂f

∂x3

(r0) v3.

Εάν τώρα ϑεωρήσουµε νέο σύστηµα συντεταγµένων ως προς ϐάση B, µε την αλλαγή
µεταβλητών να δίνεται, όπως πιο πάνω, από x = Uy, δείξτε ότι ο ϱυθµός µεταβολής
της f̃(y1, y2, y3) πάνω στην καµπύλη στο t = 0,

df̃(w) =
∂f̃

∂y1

(r0)w1 +
∂f̃

∂y2

(r0)w2 +
∂f̃

∂y3

(r0)w3

είναι ίσος µε το προηγούµενο, όπου γράψαµε w = U−1v.

Εάν τώρα είχαµε επιλέξει ένα εσωτερικό γινόµενο < ., . >, π.χ. το σύνηθες, η τιµή του
γινοµένου u · v στις νέες συντεταγµένες, µε u = Uw, v = Uz ϑα ήταν w · UTUz.

Είναι εποµένως δικαιολογηµένο να γράφουµε την παράγωγο κατά κατεύθυνση ως
df(v), αντί του κλασικού ∇f · v, το οποίο µόλις δείξαµε ότι είναι λάθος !

Σχολιάστε και την ακόλουθη, πιο άµεση γεωµετρική ερµηνεία : µία 1–µορφή σε ένα
σηµείο του χώρου είναι απλά µιά γραµµική απεικόνιση R3 → R. ΄Ετσι, για µη-
µηδενική µορφή, οι αντίστροφες εικόνες είναι επίπεδα, όλα παράλληλα µεταξύ τους.
Η τιµή για ένα διάνυσµα v εξαρτάται από το επίπεδο στο οποίο ανήκει, και εποµένως
είναι τελείως ανεξάρτητη της επιλογής ϐάσης.

Υπενθυµίζουµε ότι στο R3 έχουµε ορίσει τις σταθερές 1–µορφές dx, dy, dz ως τα διαφορικά
των συναρτήσεων των συντεταγµένων ως προς την συνήθη ϐάση E , π.χ. x : R3 → R, r 7→
x(r) = x. Βεβαιωθείτε ότι έχετε κατανοήσει την ερµηνεία αυτή, που απαλλάσσει αυτά τα
κλασικά διαφορικά από οποιανδήποτε ασάφεια.

2. ∆ιαφορικό d

(αʹ) ∆είξτε ότι για ∆Μ οποιασδήποτε τάξης, το διπλό διαφορικό είναι µηδενικό, d2 = 0.

(ϐʹ) Αντιστοιχίζοντας ένα ∆Π F µε διαφορική µορφή πρώτης και δεύτερης τάξης,
επαληθεύστε ότι παίρνουµε την κλασική περιστροφή και την απόκλιση του ∆Π
και επαληθεύστε τον µηδενισµό του διπλού διαφορικού.
∆ιαφορική µορφή µε µηδενικό d λέγεται κλειστή, ενώ εάν µία µορφή γράφεται
ως παράγωγος άλλης, λέµε ότι είναι ακριβής. ∆είξαµε ότι κάθε ακριβής µορφή
είναι κλειστή. Το αντίστροφο είναι το περιεχόµενο της ϑεωρίας συνοµολογίας de
Rham, όπως αναφέραµε.

3. Εξωτερικό γινόµενο

(αʹ) ∆είξτε ότι το τετράγωνο κάθε 1–∆Μ είναι µηδενικό, δηλαδή α ∧ α = 0
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(ϐʹ) ∆είξτε ότι στον ∆Χ των σταθερών ∆Μ πρώτης τάξης, οι 1–µορφές ω1, ω2, ω3 είναι
γραµµικά ανεξάρτητες εάν και µόνο εάν

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 6= 0.

4. ∆είξτε ότι κάθε 1–∆Μ της µορφής

α = f(x) dx+ g(y) dy + h(z) dz

µε τις λείες συναρτήσεις f, g, h να ορίζονται παντού, είναι κλειστή και ϐρείτε συνάρ-
τηση δυναµικού της.

Ορίσαµε pairings ∆Μ µε γεωµετρικά αντικείµενα: για α 1–µορφή και γ καµπύλη, γράφου-
µε

< α, γ >=

∫
γ

α,

ενώ για 2–µορφή ω και προσανατολισµένη επιφάνεια Σ,

< ω,Σ >=

∫∫
Σ

ω.

(Αγνοούµε κάποια σοβαρά προβλήµατα, υποθέτοντας ότι τα ολοκληρώµατα υπάρχουν.)
Τα pairings αυτά είναι γραµµικά στον πρώτο παράγοντα και αθροιστικά στον δεύτερο

(δηλαδή επιτρέπουµε γραµµικούς συνδυασµούς επιφανειών µε ακέραιους συντελεστές.)

5. Θα υπολογίσουµε την οµολογία de Rham υποσυνόλων του R3 τα οποία είναι τοπο-
λογικά απλά, και λέγονται αστροειδή (star-shaped). ΄Ενα υποσύνολο U ⊂ R3 είναι
αστροειδές εάν υπάρχει σηµείο του r0 τέτοιο ώστε για κάθε άλλο σηµείο r το ευθύ-
γραµµο τµήµα που τα συνδέει είναι εξ ολοκλήρου στο U . ΄Ενα τέτοιο U δεν είναι
απαραίτητα κυρτό, αλλά κυρτά υποσύνολα είναι προφανώς και αστροειδή.

΄Εστω F : U → R3 λείο διανυσµατικό πεδίο, µε U ανοικτό και αστροειδές ως προς το
0 (χωρίς απώλεια γενικότητας, µετατοπίζοντας κατάλληλα). Θα δείξουµε ότι οι δια-
νυσµατικοί χώροι συνοµολογίας σε διάσταση ένα και δύο είναι µηδενικοί µε κλασικό
τρόπο, ϑεωρώντας πεδία αντί διαφορικών µορφών. ∆είξτε λοιπόν ότι :

(αʹ) Εάν το F είναι αστρόβιλο, τότε υπάρχει συνάρτηση δυναµικού φ : U → R για το
F, δηλαδή µε F = ∇φ.

(ϐʹ) Εάν το F είναι ασυµπίεστο, τότε υπάρχει διανυσµατικό δυναµικό για το F, δη-
λαδή ∆Π G : U → R µε F = ∇×G.

Και στις δύο περιπτώσεις, για κάθε r ∈ U , χρησιµοποιήστε το µονοπάτι από το 0 στο r:
r(t) = tr. Στην πρώτη περίπτωση υπολογίστε το κατάλληλο επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
για να ορίσετε την συνάρτηση δυναµικού φ. Στην δεύτερη περίπτωση, ορίζουµε το ∆Π
G ως εξής :

G(r) =

∫ 1

0

F(tr)× (tr) dt.

6. Προσδιορίστε την έλλειψη µοναδικότητας για ϐαθµωτά και διανυσµατικά δυναµικά
(εφόσον υπάρχουν). ∆ώστε κάποια παραδείγµατα.
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7. Κάθε 3–∆Μ β στον χώρο R3 είναι κλειστή (γιατί ;). Εάν το πεδίο ορισµού της είναι όλο
το R3, ή αστροειδές υποσύνολο, µπορούµε πάντα να ϐρούµε 2–µορφή ω µε β = dω;
(µε κλασικούς όρους, ϑέλουµε να ϐρούµε ∆Π τέτοιο ώστε η απόκλισή του να συµπίπτει
µε δοθείσα συνάρτηση.) Εξετάστε την έλλειψη µοναδικότητας.

8. (αʹ) ∆είξτε ότι η διαφορική 1–µορφή

αi =
(y − yi)

(x− xi)2 + (y − yi)2
dx+

−(x− xi)
(x− xi)2 + (y − yi)2

dy + 0dz

είναι κλειστή, δηλαδή dαi, και αναγνωρίστε το πεδίο ορισµού της, U .
(ϐʹ) Βρείτε την τιµή του < αi, γi >, όπου γi είναι κύκλος στο οριζόντιο επίπεδο:

γi : r(t) = (x0 + cos t)e1 + (y0 + sin t)e2 + 0e3. Πώς ϑα ϐρούµε την τιµή της
< αi, γ > για αυθαίρετη κλειστή καµπύλη στο πεδίο ορισµού U ;

(γʹ) Με ϐάση τα παραπάνω, ϐρείτε κατάλληλες 1–∆Μ α1, . . . , αk µε αντίστοιχα πεδία
ορισµού Ui, τέτοιες ώστε η τιµή του

< (c1α1 + . . .+ ckαk), γ >=
k∑
i=1

c1πi,

όπου πi =< αi, γi >, µε γi κατάλληλο κύκλο όπως στα προηγούµενα.

9. Θεωρούµε το ανοικτό υποσύνολο του χώρου R3 \ S, όπου

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, z = 0}

είναι ο µοναδιαίος κύκλος στο οριζόντιο επίπεδο.

∆ίνεται το διανυσµατικό πεδίο F : R3 \ S → R3, όπου

F(x, y, z) =
1

z2 + (x2 + y2 − 1)2
(−2xz i− 2yz j + (x2 + y2 − 1)k).

(αʹ) ∆είξτε ότι είναι αστρόβιλο, δηλαδή ότι ∇× F = 0.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι δεν ορίζεται συνάρτηση δυναµικού f : R3 \ S → R τέτοια ώστε το F
να είναι το πεδίο κλίσης του, F = ∇f , ως εξής : ϑεωρούµε τον µοναδιαίο κύκλο
γ : [0, 2π] → R3 t 7→ r(t) =

√
1 + cos t i + sin tk στο κάθετο επίπεδο xz. Ο

κύκλος αυτός ανήκει στο Π.Ο. του F (γιατί ;) Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολο-
κλήρωµα

∮
γ
F · dr και δείξτε εποµένως γιατί δεν ορίζεται συνάρτηση δυναµικού.

Τί συµπεραίνετε για την τοπολογία του συνόλου R3 \ S και τί εικάζετε για την
συνοµολογία de Rham και σε ποιά διάσταση ;

(γʹ) Θεωρούµε τώρα το ανοικτό υποσύνολο U του R3 \ S που είναι ο κύλινδρος
{x2 + y2 < 1}. ∆είξτε ότι ορίζεται συνάρτηση δυναµικού f για το F στο σύνολο U
και ϐρείτε την µορφή της συνάρτηση αυτής στο U . (Υπόδειξη : παρατηρήστε ότι

το πεδίο F είναι κάθετο στον ανοικτό δίσκο {x2 + y2 < 1, z = 0} και ολοκληρώστε

από το 0 ακτινικά σε σηµείο του δίσκου, και µετά κατά µήκος κάθετης ευθείας.)

ΕΚ, 8/3/2020
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