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Προαπαιτούµενες γνώσεις και ϐασική προετοιµασία

Το µάθηµα της Κλασικής ∆ιαφορικής Γεωµετρίας Ι έπεται άλλων µαθηµάτων, πάνω στα
οποία είναι ϕυσικό να ϐασίζεται. Οι ασκήσεις που ακολουθούν αφορούν κάποιες από τις
αναγκαίες γνώσεις από αυτά τα µαθήµατα. ΄Οπως αναφέρεται στην ιστοσελίδα της Κ∆Γ Ι, ο
τρόπος που προτείνεται για να ακολουθήσετε το µάθηµα περιλαµβάνει τακτική επανάληψη,
και τριβή µε τις καινούριες έννοιες. ΄Ετσι υποθέτουµε ότι κάνετε µόνοι σας εξάσκηση των ϐα-
σικών υπολογιστικών µεθόδων1 και οι Ασκήσεις που ακολουθούν πηγαίνουν µερικές ϕορές
λίγα ϐήµατα παρα πέρα, για να σας οδηγήσουν σε πληρέστερη και ϐαθύτερη κατανόηση.
Σε αρκετά σηµεία είναι απαραίτητη η χρήση κάποιου λογισµικού για να γίνουν κατάλληλα
σχήµατα.

Οι ϐασικές έννοιες και µέθοδοι της Γραµµικής ΄Αλγεβρας είναι σε συνεχή χρήση στην
Κ∆Γ. Κάποια αποτελέσµατα της ΓΑ που ίσως δεν έχουν καλυφθεί αναφέρθηκαν στις παρα-
δόσεις και κάποια ϐρίσκονται στις ασκήσεις που ακολουθούν.

Στο µάθηµα του Λογισµού 3 δίνονται πολύ ϐασικά αποτελέσµατα που ϑα χρειαστούµε
(όπως τα ϑεωρήµατα της αντίστροφης και πεπλεγµένης συνάρτησης), ενώ ο Λογισµός 4 είναι
από µιά σκοπιά µιά εισαγωγή στην Κ∆Γ και δίνει µιά πρώτη προσέγγιση, και ορισµούς, των
εννοιών των καµπυλών και επιφανειών.

Από την Αναλυτική Γεωµετρία ϑεωρούνται γνωστές οι έννοιες του Αφινικού Χώρου και
του Ευκλείδειου χώρου, µε ϐασικό παράδειγµα τον χώρο R3 των τριάδων πραγµατικών
αριθµών (x, y, z) µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων u = (x1, y1, z1) και
v = (x2, y2, z2) να είναι το γνωστό

u · v = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Το επίπεδο R2 ϑεωρείται συνήθως (εάν δεν κάνουµε σαφές σε µία άσκηση ότι εννοούµε
κάτι διαφορετικό), ως ο οριζόντιος διανυσµατικός χώρος του R3, δηλαδή τα σηµεία (x, y, 0).
Θεωρούµε γνωστές τις έννοιες των αφινικών συντεταγµένων και της ισοµετρίας, καθώς και
τις παραµετρικές και αναλυτικές µορφές για αφινικά επίπεδα στον χώρο R3.

Εάν έχουµε επιλέξει την συνήθη ϐάση τουR3, i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) και k = (0, 0, 1),
τότε γράφουµε το σηµείο r = (x, y, z) ∈ R3 ως διάνυσµα στήλης

r = x i + y j + z k =

 x
y
z

 .
1Πολλές τέτοιες απλές υπολογιστικές ασκήσεις ϐρίσκονται στα ϐιβλία που έχουµε προτείνει, αλλά εύκολα

ϕτιάχνονται και από εσάς.
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Προσοχή: εάν επιλέξουµε διαφορετική ϐάση, τότε αλλάζει και το διάνυσµα. ΄Ετσι, αν
B = {b1,b2,b3} είναι µία άλλη ϐάση, τότε το ίδιο σηµείο είναι

r = ub1 + v b2 + w b3 =

 u
v
w


B

1. ∆είξτε ότι τα παρακάτω διανύσµατα
0
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1
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1
2
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1
3
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0

 ,
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1
2
1


ορίζουν ϐάση του χώρου R4. Είναι του ίδιου, ή αντίθετου προσανατολισµού µε την
συνήθη ϐάση του R4, (e1, e2, e3, e4); Βρείτε τον 4-διάστατο όγκο που ορίζουν τα
διανύσµατα αυτά, και εξηγήστε γιατί είναι ακέραιος αριθµός. ∆ιατυπώστε κατάλληλη
γενίκευση του αποτελέσµατος αυτού.

Εκφράστε το σύνηθες (ϐαθµωτό) εσωτερικό γινόµενο ως προς την ϐάση αυτή, ορίζοντας
κατάλληλο 4× 4 πίνακα.

2. Στον Ευκλείδειο χώρο R3 ϑεωρούµε τα διανύσµατα

b1 = (1, 3,−1), b2 = (0, 1, 1), b3 = (1, 1, 2).

(αʹ) ∆είξτε ότι αποτελούν ϐάση B = {b1,b2,b3} του R3.

(ϐʹ) Βρείτε τις συντεταγµένες του διανύσµατος v = (−3, 7, 1) ως προς τη ϐάση αυτή,
δηλαδή τα x1, x2, x3 τέτοια ώστε v =

∑3
i=1 xibi.

(γʹ) Εφαρµόστε τη διαδικασία Gram-Schmidt στην B µε τη διάταξη (b1,b2,b3) για
να ϐρείτε διατεταγµένη ορθοκανονική ϐάση E = (e1, e2, e3) και ϐρείτε τις συντε-
ταγµένες του v ως προς τη ϐάση E .

(δʹ) Βρείτε την προβολή του b2 στο επίπεδο span(b1,b3).

3. Κινούµενες ϐάσεις: ΄Εστω ότι έχουµε µία C1 απεικόνιση f : D → E , µεD, E ανοικτά
µη-κενά υποσύνολα τουRn, η οποία είναι 1:1, επί και µε C1 αντίστροφη f−1 : E → D.
Η Ιακωβιανή παράγωγοςDf(x) σε κάθε σηµείο τουD είναι ο n×n πίνακας των παρα-
γώγων πρώτης τάξης. Καθώς έχουµε f−1f(x) = x, παραγωγίζοντας, έχουµε ότι ο Ια-
κωβιανός πίνακας είναι αντιστρέψιµος, µε αντίστροφο τον (DF (x)))−1 = Df−1(y(x)),
όπου y = f(x). Σε µία διάσταση, αυτό δίνει τη γνωστή σχέση µεταξύ της παραγώγου
συνάρτησης και της αντιστρόφου της df−1

dy
(y0) = 1/ df

dx
(x0) (µε y0 = f(x0)).

Θεωρούµε τα καρτεσιανά γινόµεναD×Rn και E×Rn, ώστε να µπορούµε να αναφερό-
µαστε σε διανύσµατα στους ∆Χ {x}×Rn και {y}×Rn οι οποίοι είναι µετατοπισµένοι
Rn στα σηµεία x και y αντίστοιχα (για κάθε επιλογή σηµείων x και y). ∆είξτε ότι σε
κάθε σηµείο του συνόλου E ορίζεται διατεταγµένη ϐάση του Rn ως οι n στήλες του
Ιακωβιανού πίνακα. Καθώς έχουµε ϐάση σε κάθε σηµείο και αυτή µεταβάλλεται, λέµε
ότι έχουµε κινούµενη ϐάση του Rn.

Οι γνωστές µας πολικές συντεταγµένες στο επίπεδο κρύβουν αρκετά µυστικά και δίνουν
ένα απλό, αλλά σηµαντικό παράδειγµα διαφοράς µεταξύ τοπικά και ολικά αντιστρέψιµης
συνάρτησης. Το κλειδί ϐρίσκεται στις δυσκολίες του ορισµού γωνίας.
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4. Πολικές συντεταγµένες: Θεωρούµε το ανοικτό ηµι-επίπεδο

D = {(r, θ) ∈ R2 : r > 0}

και ορίζουµε απεικόνιση

φ : D → R2 : (r, θ) 7→ (r cos(θ), r sin(θ)).

(αʹ) ∆είξτε ότι σε κάθε σηµείο του D ισχύει η συνθήκη του ϑεωρήµατος της αντί-
στροφης συνάρτησης και εποµένως για κάθε (r0, θ0) ∈ D υπάρχει γειτονιά του
U (π.χ. ανοικτός δίσκος) τέτοιος ώστε να έχουµε 1:1, επί απεικόνιση από το U
στην εικόνα του φ(U), µε λεία αντίστροφη συνάρτηση, δηλαδή τοπική αλλαγή
µεταβλητών.
Ποιά είναι η συνολική εικόνα της φ, φ(D); Περιγράψτε επίσης την εικόνα κάθε
οριζόντιας ηµι-ευθείας {(r, θ) ∈ D : θ = θ0} και κάθε κάθετης ευθείας {(r, θ) ∈
D : r = r0} και σχεδιάστε κάποια τυπικά παραδείγµατά τους. Εάν (x0, y0) 6=
(0, 0), δώστε την αντίστροφη εικόνα του σηµείου, φ−1(x0, y0).
Εξηγήστε εποµένως γιατί δεν έχουµε αλλαγή µεταβλητών σε όλο το ηµι-επίπεδο
D και τον λόγο για τον οποίο περιορίζουµε την ¨γωνία¨ θ σε διάστηµα πλάτους
2π (π.χ. 0 < θ < 2π).

(ϐʹ) ∆ώστε τις εικόνες των συνήθων διανυσµάτων ϐάσης του Ε∆Χ R2, (1, 0), (0, 1)

Εφαρµόστε την παραπάνω διαδικασία και ϐρείτε την κινούµενη ϐάση που παίρ-
νουµε από τον ορισµό πολικών συντεταγµένων (r, θ) στο επίπεδο (χρειάζεται προ-
σοχή στον ορισµό του πεδίου ορισµού τους):

x = r cos θ, y = r sin θ.

Κάνετε σχήµα µε ενδεικτικά σηµεία του επιπέδου και τις αντίστοιχες ϐάσεις.

5. ∆ώστε τον πίνακα A της γραµµικής απεικόνισης p 7→ p′ ῾῾παραγώγισης᾿᾿ στο ∆.Χ. πο-
λυωνύµων ϐαθµού το πολύ n ως προς τη ϐάση B = {1, x, x2, . . . , xn}. Επαληθεύστε
ότι ο A2 δίνει διπλή παραγώγιση και δείξτε ότι An+1 = 0 (λέµε ότι ο A είναι µηδενο-
δύναµος).

6. ∆ώστε τουλάχιστον δύο διαφορετικές αποδείξεις της ανισότητας Cauchy-Schwartz και
µε χρήση της, δείξτε την τριγωνική ανισότητα στο Rn

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

Μην ξεχάσετε να αναφερθείτε στις περιπτώσεις όπου έχουµε ισότητα.

7. Το εξωτερικό γινόµενο στον χώρο R3
.

Ο σκοπός του ορισµού εξωτερικού γινοµένου στον χώρο (ιστορικά) είναι ώστε να µπο-
ϱέσουµε να ορίσουµε την συνολική ϱοή διανυσµατικού πεδίου στην ∆ιανυσµατική
Ανάλυση.

(αʹ) Θυµίζουµε την έννοια της ϱοής ενός διανυσµατικού πεδίου F διαµέσου προσα-
νατολισµένης επιφάνειας Σ: ∫∫

Σ

F · n dS,
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όπου ο προσανατολισµός δίνεται από το µοναδιαίο διανυσµατικό πεδίο n, κάθετο
στην επιφάνεια. Εξηγήστε γιατί είναι λογικό να δίνεται το στοιχείο ϱοής διαµέσου
επιφάνειας από τοF·n dS και σχετίστε το µε τον παρακάτω ορισµό του εξωτερικού
γινοµενου.

(ϐʹ) ΄Ενας συνήθης τρόπος ορισµού του εξωτερικού γινοµένου στο R3 είναι ο εξής :

u× v = ‖u‖ ‖v‖ sin θ n.

Γεωµετρικά, δίνει το εµβαδόν του παραλληλογράµµου που ορίζουν τα δύο δια-
νύσµατα (γιατί ;), αλλά δεν εξηγεί την παρουσία του δισκάθετου n. Εξηγήστε
γιατί κάθε ένας από τους τέσσερεις όρους του δεξιού µέλους (‖u‖, ‖v‖, sin θ,n),
εξαρτάται από την ύπαρξη του σύνηθους εσωτερικού γινοµένου στο R3.

(γʹ) Παρ΄ όλη αυτή την εξάρτηση από το ΕΓ, παρατηρούµε ότι η τιµή του εξωτερικού
γινοµένου εξαρτάται από το εµβαδόν και όχι από τα µέτρα των διανυσµάτων, ή
την γωνία µεταξύ τους, µε την έννοια ότι :

(a) (ku)× (v/k) = u× v, ∀k 6= 0

(b) (u + αv)× v = u× v.

∆ώστε πλήρη γεωµετρική εξήγηση των παραπάνω.
Βρείτε το σύνολο όλων των Ϲευγών διανυσµάτων που δίνουν το ίδιο εµβαδόν µε
τα διανύσµατα u και v.

(δʹ) ΄Ενας καλύτερος τρόπος να προχωρήσουµε είναι να δεχθούµε ότι το εµβαδόν των
τετραγώνων που ορίζουν ανά δύο τα διανύσµατα της συνήθους ϐάσης είναι ίσα
µε ένα και οι προσανατολισµοί είναι αυτοί που διατηρούν τον προσανατολισµό
της ϐάσης ( i, j, k). ΄Ετσι, ορίζουµε τα στοιχειώδη εξωτερικά γινόµενα:

i× j = k, j× k = i, k× i = j,

και επεκτείνουµε τον ορισµό υποθέτοντας ότι, ως συνάρτηση εµβαδού µε προσα-
νατολισµό, το εξωτερικό γινόµενο είναι αντι-συµµετρικό και διγραµµικό (γραµ-
µικό σε κάθε όρο). ∆είξτε ότι οδηγούµαστε στον συνήθη ορισµό του εξωτερικού
γινοµένου ως προς την συνήθη ϐάση. Ο ορισµός αυτός είναι προτιµότερος, κα-
ϑώς δεν αναφέρει πουθενά το ΕΓ.

8. Γραµµικοποίηση : Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x, y) = (x3−xy2,−y3 +xy). Υπολογίστε
την παράγωγο Df της f . ∆είξτε ότι στο σηµείο (x0, y0) = (2, 2) η συνάρτηση είναι
τοπικά αντιστρέψιµη.

Συγκρίνετε την ακριβή τιµή του διανύσµατος διαφοράς f(2.2, 1.8) − f(2, 2) µε την
προσεγγιστική τιµή που δίνει η γραµµικοποίηση:

f(x, y)− f(x0, y0) ' Df(x0, y0)

[
x− x0

y − y0

]
,

εδώ:
(x, y) = (2.2, 1.8), (x0, y0) = (2, 2).

Στον ∆Χ R3 υπάρχουν άπειρες άλλες επιλογές εσωτερικού γινοµένου, εκτός του κανονι-
κού που έχουµε αναφέρει. Το γενικό εσωτερικό γινόµενο το γράφουµε µε αγκύλες : 〈u,v〉.
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9. ∆ώστε αποδείξεις όσων από τα παρακάτω δεν έχετε συναντήσει :

(αʹ) Οι ιδιοτιµές ενός συµµετρικού τετραγωνικού πίνακα είναι όλες πραγµατικές.

(ϐʹ) Ο συµµετρικός τετραγωνικός Q λέγεται ϑετικά ορισµένος εάν για κάθε διάνυ-
σµα v 6= 0, η τιµή της τετραγωνικής συνάρτησης q(v) = v · Qv είναι ϑετική.
Ισοδύναµες συνθήκες είναι : (α) όλες οι ιδιοτιµές του Q είναι ϑετικές και (ϐ) όλες
οι κύριες ελάσσονες ορίζουσες του Q είναι ϑετικές.

Κατόπιν, δείξτε ότι ορίζεται µέσω του Q εσωτερικό γινόµενο στο Rn ως εξής :

< u,v >Q= u ·Qv,

όπου · είναι το κανονικό εσωτερικό γινόµενο. Τέλος, δείξτε ότι ο πίνακας

Q =

 2 −1 0
−1 1 1

0 1 3


είναι ϑετικά ορισµένος και ϐρείτε διάνυσµα v ορθογώνιο στο u = (1, 2, 1) ως προς το
νέο αυτό εσωτερικό γινόµενο.

10. (αʹ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση

〈u,v〉 = 2x1x2 − x1y2 − x2y1 + 3y1y2 + 2y1z2 + 2z1y2 + 5z1z2

ορίζει εσωτερικό γινόµενο στο R3.

(ϐʹ) ∆ώστε τη συνάρτηση µέτρου που δίνει το γινόµενο αυτό. Βρείτε το µέτρο του
διανύσµατος (3, 3,−2) καθώς και την εξίσωση του επιπέδου που είναι κάθετο στο
διάνυσµα αυτό, ως προς το εσωτερικό γινόµενο αυτό.

11. (αʹ) Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα 1 a a2

1 b b2

1 c c2


όπου a, b, c ∈ R και δείξτε εποµένως ότι για a, b, c διακριτές τιµές, τα τρία διανύ-
σµατα σειράς αποτελούν ϐάση του R3.

(ϐʹ) Βρείτε δέκα διανύσµατα του χώρου R3 τέτοια ώστε οποιαδήποτε επιλογή τριών
από αυτά δίνει ϐάση.

12. Θεωρούµε απεικόνιση f : R2 → R2 : (x, y) 7→ (z, w) = (x2 − y2, 2xy).

(αʹ) ∆είξτε ότι δίνει τοπικά διαφοροµορφισµό κοντά σε κάθε σηµείο (x, y) 6= (0, 0)
και ότι η κινούµενη ϐάση που παίρνουµε ως εικόνες της συνήθους ϐάσης από
τον πίνακα παραγώγου είναι ορθογώνια, και διατηρεί τον προσανατολισµό της
ϐάσης.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι Ϲεύγη µη-µηδενικών σηµείων (x, y) και (−x,−y) δίνουν ίδια εικόνα
και, εποµένως, περιορίζοντας την συνάρτηση στο άνω ηµιεπίπεδο {y > 0} έχου-
µε ολικό διαφοροµορφισµό µε την εικόνα, δηλαδή έχουµε αλλαγή µεταβλητών.
Υπάρχει αναλυτική µορφή της αντίστροφης συνάρτησης ;
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(γʹ) Εξηγήστε γεωµετρικά τους λόγους που δεν έχουµε αλλαγή µεταβλήτων ορισµένη
σε όλο το σύνολο R2 − {0}, παρότι τοπικά η συνάρτηση είναι αντιστρέψιµη
(έχουµε δηλαδή συνάρτηση f : R2 − {0} → R2 − {0} που είναι επί και τοπικά
1:1, αλλά δεν είναι ολικά αντιστρέψιµη) .

ΕΚ, 21/10/2019
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