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Πολλαπλότητες

1. Κάνετε τις εξής ασκήσεις του Κεφαλαίου 4 του ϐιβλίου του Mcinerney, "First steps
in differential geometry": 4.1, 4.5, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 (και όποιες άλλες επιπλέον
επιθυµείτε).

2. Θεωρούµε το ανοικτό υποσύνολο του χώρου R3 \ S, όπου

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, z = 0}

είναι ο µοναδιαίος κύκλος στο οριζόντιο επίπεδο.

∆ίνεται το διανυσµατικό πεδίο F : R3 \ S → R3, όπου

F(x, y, z) =
1

z2 + (x2 + y2 − 1)2
(−2xz i− 2yz j+ (x2 + y2 − 1)k).

(αʹ) ∆είξτε ότι είναι αστρόβιλο, δηλαδή ότι ∇× F = 0.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι δεν ορίζεται συνάρτηση δυναµικού f : R3 \ S → R τέτοια ώστε το F
να είναι το πεδίο κλίσης του, F = ∇f , ως εξής : ϑεωρούµε τον µοναδιαίο κύκλο
γ : [0, 2π] → R3 t 7→ r(t) = (1 + cos t) i + sin tk στο κάθετο επίπεδο xz. Ο
κύκλος αυτός ανήκει στο Π.Ο. του F (γιατί ;) Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολο-
κλήρωµα

∮
γ
F · dr και δείξτε εποµένως γιατί δεν ορίζεται συνάρτηση δυναµικού.

Τί συµπεραίνετε για την τοπολογία του συνόλου R3 \ S και τί εικάζετε για την
συνοµολογία de Rham και σε ποιά διάσταση ;

(γʹ) Θεωρούµε τώρα το ανοικτό υποσύνολο U του R3 \ S που είναι η ένωση του
ανοικτού κυλίνδρου {x2+y2 < 1} και των δύο ανοικτών ηµιχώρων {z 6= 0}. ∆είξτε
ότι ορίζεται συνάρτηση δυναµικού f για το F στο σύνολο U και ϐρείτε την µορφή
της συνάρτηση αυτής στο εσωτερικό του κυλίνδρου. (Υπόδειξη : παρατηρήστε ότι

το πεδίο F είναι σταθερό στον ανοικτό δίσκο {x2+y2 < 1, z = 0} και ολοκληρώστε

κατά µήκος καθέτων ευθειών.)

3. (αʹ) ∆είξτε ότι ο ορισµός εφαπτόµενου διανύσµατος σε σηµείο p ∈ Mn πολλαπλότη-
τας, µέσω κλάσεων ισοδυναµίας καµπυλών που περνούν από το p είναι ανεξάρ-
τητος του χάρτη που επιλέγουµε.

(ϐʹ) Στο ίδιο πλαίσιο, δείξτε ότι παίρνουµε διανυσµατικό χώρο n διαστάσεων.

4. ∆είξτε ότι η εφαπτόµενη δέσµη TM κάθε πολλαπλότητας Mn, ϑεωρούµενη ως πολ-
λαπλότητα διάστασης 2n είναι πάντοτε προσανατολίσιµη. (Υπόδειξη : είναι γνωστό ότι
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έχουµε εξ ορισµού χάρτες (U, φ) της πολλαπλότητας M όπου η εφαπτόµενη δέσµη είναι

τετριµµένη, δηλαδή

TM |U ∼= U ×Rn.

Εξετάστε λοιπόν τον τρόπο που εµφανίζονται οι αλλαγές χαρτών για την TM .)
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