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1. ∆ίνεται ϱοή φ(p, t).

(αʹ) ∆είξτε ότι το ω–οριακό σύνολο ω(p) ενός σηµείου είναι κλειστό υποσύνολο και
αναλλοίωτο για την ϱοή. ∆είξτε ότι εάν είναι, επιπλέον, και ϕραγµένο, τότε είναι
και συνεκτικό.

(ϐʹ) Εάν στον χώρο Rn έχουµε συµπαγές, ϑετικά αναλλοίωτο υποσύνολο K ⊂ Rn,
δείξτε ότι για κάθε p ∈ K, ω(p) είναι συµπαγές και συνεκτικό.

(γʹ) ΄Ενα συµπαγές ω–οριακό σύνολο λέγεται µεµονωµένο εάν υπάρχει ανοικτή γειτο-
νιά του η οποία δεν περιλαµβάνει άλλα οριακά σηµεία πλην αυτών του οριακού
συνολου. ∆ώστε παραδείγµατα µεµονωµένων και µη-µεµονωµένων ω–οριακών συ-
νόλων. Εάν ορίσουµε οριακό κύκλο ως ένα µεµονωµένο οριακό σύνολο που είναι
κλειστή τροχιά, περιγράψτε τους τύπους των οριακών κύκλων που µπορούµε να
έχουµε στο επίπεδο.

2. (αʹ) Βρείτε την ϱοή γραµµικού διανυσµατικού πεδίου F (x) = Ax στο Rn και περι-
γράψτε ποιά σύνολα µπορούµε να έχουµε ως α– και ω–οριακά.

(ϐʹ) ∆ίνεται το σύστηµα ẋ = x2 στην ευθεία R. Βρείτε την ϱοή του και δείξτε τις
ιδιότητες της ϱοής. Είναι πλήρης ;

(γʹ) ∆ίνεται το σύστηµα ẋ = x(1−x) στην ηµιευθεία R+ = {x : x ≥ 0}. Βρείτε την ϱοή
του και δείξτε τις ιδιότητες της ϱοής. Είναι πλήρης ; Βρείτε το ω–οριακό σύνολο
για κάθε x > 0.

3. ∆ίνεται το γραµµικό, χρονο-εξαρτηµένο (!) σύστηµα ẋ = A(t)x στον χώρο Rn, µε τα
στοιχεία του πίνακα A(t) συνεχείς συναρτήσεις aij : R → R. ∆είξτε ότι η ϱοή του
παίρνει την µορφή

φ(x, t, t0) = Φ(t, t0)x,

όπου ο n× n πίνακας Φ ( το state transition matrix) ορίζεται, και είναι αντιστρέψιµος
για όλες τις τιµές του αρχικού και τελικού χρόνου, και ικανοποιεί τις ιδιότητες της ϱοής

Φ(t2, t1)Φ(t1, t0) = Φ(t2, t0), Φ(t, t) = In.

[Υπόδειξη : επιλέξτε αρχικά διανύσµατα τα διανύσµατα κάποιας ϐάσης του Rn και χρη-
σιµοποιήστε την γραµµικότητα της ∆Ε.]

4. ∆ώστε τη δοµή πολλαπλότητας της σφαίρας Sn = {x21 + x22 + . . . + x2n+1 = 1} ⊂
Rn+1, µε τους δύο χάρτες που δίνονται από τη στερεογραφική προβολή από τον Βόρειο
και το Νότιο πόλο στο επίπεδο z = 0. ∆ώστε τους τύπους για τις προβολές και τις
αντίστροφες απεικονίσεις τους, καθώς και τη συνάρτηση αλλαγής χάρτη από τοRn−{0}
στο Rn − {0} και δείξτε ότι είναι λεία.



5. ∆ιανυσµατικά πεδία σε πολλαπλότητες :

(αʹ) Σφαίρα: Θεωρούµε δύο τρόπους για να ορίσουµε ∆Π στη σφαίρα S2 (και οι δύο
εκµεταλλεύονται το γεγονός ότι έχουµε εµβύθιση στον Ευκλείδειο χώρο R3).
Ο πρώτος είναι µε χρήση πολικών συντεταγµένων (θ, φ) 7→ r(θ, φ) (εδώ θ ∈ (0, π)
και φ ∈ (0, 2π)). ∆είξτε ότι τα ∆Π rθ, rφ δίνουν ϐάση του εφαπτόµενου χώρου στη
σφαίρα σε κάθε σηµείο όπου ορίζονται οι σφαιρικές συντεγταγµένες. Τα ∆Π αυτά
είναι τα ίδια µε τα ∆Π ∂

∂θ
και ∂

∂φ
που µελετήσαµε στη ϑεωρία ή όχι ; Ποιές είναι οι

λύσεις των ∆Π αυτών ;
΄Ενα ∆Π στη σφαίρα δίνεται λοιπόν ως X = a(θ, φ)rθ + b(θ, φ)rφ. Πώς πρέπει να
περιορίσουµε τις συναρτήσεις a, b ώστε να έχουµε καλά ορισµένο, λείο ∆Π στη
σφαίρα ;
Ο δεύτερος τρόπος είναι να παρατηρήσουµε ότι το ∆Π Fh = (−y, x, 0) στο R3

αφήνει αναλλοίωτη τη σφαίρα S2 (αλλά και κάθε σφαίρα µε κέντρο το 0), καθώς
r · Fh = 0. ∆είξτε ότι οι λύσεις του πεδίου αυτού συµπίπτουν µε τις λύσεις του
rφ. Εάν ορίσουµε ένα δεύτερο ∆Π από το εξωτερικό γινόµενο Fv = Fh × r, τότε
και το Fv εφάπτεται της σφαίρας. Εξηγήστε προσεκτικά πώς ϑα µπορούσαµε
να ορίσουµε ένα γενικό ∆Π σε κάποιο υποσύνολο της σφαίρας από τα Fh,Fv.
Συγκρίνετε τις δύο µεθόδους.

(ϐʹ) Τόρος: Εδώ ϑεωρούµε τον τόρο ως χώρο πηλίκο R2/Z2. Εξηγήστε γιατί κάθε ∆Π
στο επίπεδο, το οποίο είναι 2π–περιοδικό στο x και y δίνει λείο ∆Π στον τόρο.
Με χρήση λογισµικού, περιγράψτε τη δυναµική του ∆Π

F = cos(x) sin(2y) i + sin(x+ 2y) j.

Τέλος, µπορείτε να ϐρείτε αναλυτική µορφή για ∆Π στον τόρο, το οποίο αντιστοιχεί
στην κλίση του αθµωτού πεδίου που δίνεται από τη συνάρτηση ύψους, όταν ο τόρος
ϑεωρηθεί τοππθετηµένος κατακόρυφα στο χώρο R3; (όπως στο Σχήµα)

6. (αʹ) Εάν M = Mn(R) είναι ο ∆Χ όλων των n× n πινάκων µε πραγµατικά στοιχεία και
det : M → R είναι η απεικόνιση της ορίζουσας, ποιό από τα δύο υποσύνολα του



M : το N = {detA = 0} και το Gl(n,R) = {detA 6= 0} είναι πολλαπλότητα ;
(προσοχή στη διάσταση n). Περιγράψτε τον εφαπτόµενο χώρο του Gl(n,R) στο
σηµείο In (µοναδιαίος πίνακας διάστασης n).

(ϐʹ) Θεωρούµε το υποσύνολό τουGL(n,R) των ορθογώνιων πινάκων, O(n,R), δηλαδή
πινάκων µε ATA = In. ∆είξτε ότι είναι συµπαγής υποπολλαπλότητα της GL(n,R).
Είναι συνεκτική ή όχι ;

(γʹ) ∆είξτε ότι το υποσύνολο Sl(n,R) = {detA = 1} δίνει υποπολλαπλότητα (υπόδειξη :
δείξτε ότι έχουµε κανονική τιµή της συνάρτησης det.)

7. Ο προβολικός χώρος RP n ορίζεται ως το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας στο σύνολο
Rn+1 − {0} για την σχέση ισοδυναµίας

x ∼ x′ ⇔ ∃k 6= 0 : x′ = kx.

(Είναι δηλαδή το σύνολο τα στοιχεία του οποίου είναι ¨ευθειές¨ στο Rn+1 που περνούν
από το 0).

∆ώστε δοµή πολλαπλότητας (χάρτες και αλλαγές χαρτών) στον προβολικό χώρο RP n.
Πώς µπορούµε να ορίσουµε διανυσµατικό πεδίο στον χώρο αυτό ; ∆ώστε ένα παράδειγ-
µα ∆Π στον RP 2.

Υπάρχει παντού µη-µηδενικό ∆Π στο RP 1; στο RP 2; (χρειάζονται κάποιες γνώσεις
τοπολογίας για το ϑέµα αυτό —δώστε µιά διαισθητική απάντηση).

8. Θα ϑεωρήσουµε γνωστό το ϑεώρηµα (Mn(C) είναι ο διανυσµατικός χώρος των τετραγω-
νικών n× n πινάκων µε µιγαδικά στοιχεία):

Θεώρηµα 1 (Μορφή Jordan) Κάθε πίνακαςA ∈Mn(C) είναι όµοιος µε άνω τριγωνικό
πίνακα J (τη µορφή Jordan του A), J = diag Ji, όπου Ji είναι Jordan block:

Ji =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 0 · · ·
...

...
...

...
...

0 · · · 0 λ 1
0 · · · · · · 0 λ


µε λ ιδιοτιµή του A. Μπορεί να έχουµε παραπάνω από ένα Jordan block για µία ιδιοτιµή.

Το άθροισµα των διαστάσεων των Jordan block για µία ιδιοτιµή είναι η αλγεβρική της
πολλαπλότητα. Ο αριθµός των Jordan block για την ιδιοτιµή είναι η γεωµετρική της
πολλαπλότητα.

Με τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος, τα παρακάτω αποτελέσµατα αποδεικνύονται εύκολα
(δώστε τις αποδείξεις):

(αʹ) Θεώρηµα Cayley-Hamilton: Κάθε πίνακας A ∈ Mn(C) ικανοποιεί το χαρακτη-
ϱιστικό του πολυώνυµο, δηλαδή αν cA(λ) = det(λI − A), τότε cA(A) = 0.



(ϐʹ) Ελάχιστο πολυώνυµο: ∆είξτε ότι εάν λ1, . . . , λk είναι οι διακριτές ιδιοτιµές του
A και µi είναι η διάσταση του µεγαλύτερου Jordan block για την ιδιοτιµή λi, τότε
ορίζεται (το ελάχιστο) πολυώνυµο mA(λ) = Πk

i=1(λ− λi)µi και ο πίνακας A ικα-
νοποιεί και το mA, δηλαδή mA(A) = 0. ∆είξτε ότι το m διαιρεί το χαρακτηριστικό
πολυώνυµο cA και ότι τα δύο πολυώνυµα συµπίπτουν εάν οι αλγεβρικές και γεω-
µετρικές πολλαπλότητες κάθε ιδιοτιµής είναι ίδιες. Βρείτε ένα–δύο παραδείγµατα
πινάκων όπου τα δύο πολυώνυµα δεν συµπίπτουν.

(γʹ) ∆είξτε ότι εάν p(A) είναι πολυώνυµο στον πίνακα A ϐαθµού N , τότε p(A) = r(A),
όπου ο ϐαθµός του r είναι το πολύ ίσος µε n − 1. Εποµένως, και κάθε δύναµη
του A, AN , για N ≥ n γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των δυνάµεων A0 =
I, A,A2, . . . , An−1.
Εκφάστε τον πίνακα A11 − 2A7 ως άθροισµα αI + βA για τον πίνακα

A =

[
−1 2
1 3

]
.

(δʹ) ∆είξτε ότι ισχύει ο τύπος :
det(eA) = etrA.

9. (αʹ) ∆είξτε ότι εάν δύο τετραγωνικοί πίνακες A,B ∈ Mn αντιµετατίθενται, AB = BA,
τότε eAteBt = e(A+B)t, για κάθε t ∈ R.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι κάθε τετραγωνικός πίνακας A είναι όµοιος µε το άθροισµα πινάκων S
και N , όπου S είναι διαγώνιος και N είναι µηδενοδύναµος πίνακας (Υπόδειξη :
προκύπτει από τη µορφή Jordan). Εποµένως, δείξτε ότι η εκθετική συνάρτηση του
A είναι όµοια µε την eSteNt και δώστε τη γενική µορφή των δύο αυτών εκθετικών
συναρτήσεων και εποµένως της eAt.

10. ∆ώστε τους τρεις πρώτους όρους της σειράς Taylor για τις συνθέσεις γραµµικών ϱοών:

etAetB και e−tAe−tBetAetB.

Στην πρώτη περίπτωση, εκφράστε την απάντησή σας µέσω των όρων της σειράς Taylor
της et(A+B) και καταλλήλων αγκυλών Lie (στην άλγεβρα Lie πινάκων). Τί εικάζετε ότι
ϑα έχουµε συνολικά ; ∆είξτε ότι εάν AB = BA, τότε etAetB = et(A+B) για κάθε t.

11. Υπολογίστε την αγκύλη Lie των ∆Π στο χώρο:

F =

 x3

−xy2
0

 , G =

 0
z2

x

 .
∆είξτε εποµένως ότι το σύστηµα ελέγχου ẋ = uiF + u2G (µε u1, u2 ∈ R) ικανοποιεί τη
συνθήκη µη-γραµµικής ελεγξιµότητας σχεδόν παντού στο χώρο (δηλαδή η άλγεβρα Lie
ελέγχου, αυτή που παράγεται από τα ∆Π ελέγχου F και G, δίνει κατανοµή ελέγχου
ϐαθµού ίσου µε τρία σχεδόν παντού).



12. (αʹ) ∆ίνονται ∆.Π. στο επίπεδο: X = ∂
∂x

, Y = f(x) ∂
∂y

, όπου η συνάρτηση f είναι C∞

και είναι µηδενική για x ≤ 0 και f(x) > 0 και γνήσια αύξουσα για x > 0. ∆ώστε
µιά τέτοια συνάρτηση. Περιγράψτε το προσβάσιµο σύνολο R(T ) από το αρχικό
σηµείο (−1, 0) εάν έχουµε διαθέσιµα µόνο τα ∆.Π. X και Y σε ϑετικό χρόνο.

(ϐʹ) Υπολογίστε την άλγεβρα Lie ελεγξιµότητας του συστήµατος. Εξηγήστε πώς συµβι-
ϐάζονται όλα τα παραπάνω µε το ϑεώρηµα των Sussman-Stefan;

13. Επαληθεύστε την ταυτότητα [X, Y ] = LXY στην περίπτωση που τα ∆Π είναι γραµµικά:
X = Ax και Y = Bx (το δεξί µέλος δίνει την παράγωγο Lie του ∆Π Y ως προς την ϱοή
του ∆Π X).

14. Θεωρούµε το σύστηµα ελέγχου στο επίπεδο, όπου είναι διαθέσιµα δύο σταθερά ∆Π
X1 = i + 2 j και X2 = 2 i + j και επιτρέπεται να προχωρούµε µε το ένα ή το άλλο ∆Π,
ή µε τα αντίστροφά τους, δηλ. µε τις ϱοές φX1 και φX2.

(αʹ) ∆είξτε ότι το προσβάσιµο σύνολο R(0, T ) των σηµείων που µπορούµε να ϕτάσουµε
σε χρόνο ≤ T από το αρχικό σηµείο 0 είναι το {x ∈ R2 : ||x||1 ≤ c}, όπου
||x||1 = |x|+ |y| είναι η 1-νόρµα. Βρείτε τη σταθερά c.

(ϐʹ) Εάν τώρα περιορίσουµε τον χώρο κατάστασης στο κλειστό τετράγωνο µε κέντρο
το 0 και πλάτος 2 (δεν επιτρέπεται να ϐγούµε από αυτόν), δείξτε ότι κάθε σηµείο
του εσωτερικού του είναι προσβάσιµο, αλλά για κάποια σηµεία στο σύνορο, δεν
µπορούµε να ϕτάσουµε µε πεπερασµένο αριθµό αλλαγών ϱοής. Ποιά είναι τα
σηµεία αυτά ;

15. Κυκλικότητα και Ελεγξιµότητα : ΄Εστω v ∈ V n, v 6= 0 διάνυσµα και T : V → V
γραµµική απεικόνιση. Θεωρούµε την ακολουθία των διανυσµάτων

{v, Tv, T 2v, . . .}.

(αʹ) ΄Εστω ότι το σύνολο αυτό περιλαµβάνει ακριβώς k γραµµικά ανεξάρτητα διανύ-
σµατα —προφανώς ο µέγιστος αριθµός γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων της
ακολουθίας είναι n, οπότε 0 < k ≤ n. ∆είξτε ότι τότε τα πρώτα k διανύσµατα είναι
γραµµικά ανεξάρτητα.

(ϐʹ) Ορίζουµε τον υποχώρο I(v) = span(v, Tv, . . . , Ak−1v). ∆είξτε ότι είναι αναλλοί-
ωτος για τη γραµµική αεικόνιση T . Εάν I(v) 6= V (δηλ. k < n), επιλέγουµε
διάνυσµα v′ ∈ V − I(v) και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία, για να ϐρούµε α-
ναλλοίωτο χώρο I(v′) κοκ. ∆είξτε ότι έτσι ϑα έχουµε ϐάση του V και δώστε τον
πίνακα της T ως προς τη ϐάση αυτή.

(γʹ) ΄Ενα διάνυσµα b είναι κυκλικό εάν dim I(b) = n, συνθήκη που είναι ουσιαστικά
η συνθήκη γραµµικής ελεγξιµότητας. ∆είξτε ότι υπάρχει κυκλικό διάνυσµα για
τη γραµµική απεικόνιση T εάν και µόνον εάν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της
T συµπίπτει µε το ελάχιστο πολυώνυµό της, cT (λ) = µT (λ).

(δʹ) ∆είξτε ότι η γραµµική ελεγξιµότητα είναι γενική ιδιότητα, ισχύει δηλαδή για ανοι-
κτό, πυκνό υποσύνολο των Ϲευγών n× n πινάκων και διανυσµάτων στο Rn.

16. Θεωρούµε δύο ∆Π X, Y ∈ X∞(M) στην πολλαπότητα Mn, µε n ≥ 3.



(αʹ) ∆ώστε τον τύπο για την αγκύλη Lie τωνX, Y σε τοπικές συντεταγµένες {x1, x2, . . . , xn}.
(ϐʹ) Θεωρούµε το ιδιάζον σύνολο

Σ = {p ∈M : ∃a, b : [X, Y ](p) = aX(p) + bY (p)}

όπου η αγκύλη δίνει διάνυσµα στον υποχώρο span(X(p), Y (p)) ⊂ TpM . Για
γενικά ∆Π, δείξτε ότι το Σ είναι υποπολλαπλότητα της M και ϐρείτε τη διάστασή
της.

(γʹ) Υπολογίστε την αγκύλη και το ιδιάζον σύνολο Σ για τα ∆Π

X = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
+ z

∂

∂z
, Y = (x2 − z2) ∂

∂x
+ 0

∂

∂y
+ 2xz

∂

∂z
.
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