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Επιφάνειες

Εξάσκηση µε ϐασικούς υπολογισµούς κινούµενης ϐάσης (ru, rv,n), πινάκων πρώτης και δεύ-

τερης ϑεµελιώδους µορφής και καµπυλοτήτων για ικανό αριθµό παραδειγµάτων από τις κα-

τηγορίες επιφανειών που έχουµε µελετήσει (γραφήµατα, εκ περιστροφής επιφάνειες, σφαίρες,

κύλινδροι, ελικοειδείς, τόροι κ.ο.κ.) ϑεωρείται δεδοµένη. Η συλλογή που ακολουθεί πε-

ϱιλαµβάνει κάποια υπολογιστικά, αλλά και κάποια πιο ϑεωρητικά αποτελέσµατα, τα οποία

ϐοηθούν την καλύτερη εµπέδωση της ϑεωρίας επ[ιφανειών.

1. Η συνάρτηση z = x2−y2, (x, y) ∈ R2, (όπως όλες οι λείες συναρτήσεις) δίνει κανονική
παραµέτρηση επιφάνειας και το γράφηµα της είναι η σαγµατική επιφάνεια. ∆ώστε το
σχήµα. Θεωρούµε τώρα παραµετρήσεις :

(αʹ) Για (u, v) ∈ R2,

r(u, v) =

 u+ v
u− v
4uv

 .
(ϐʹ) Για (u, v) ∈ R2 − {u = 0},

r(u, v) =

 u cosh(v)
u sinh(v)

u2

 .
∆είξτε ότι είναι και οι δύο κανονικές.

Θεωρώντας τις δύο πρώτες συναρτήσεις, x = f(u, v), y = g(u, v), κάθε µίας ώς απεικο-
νίσεις από υποσύνολο του επιπέδου στο επίπεδο, δείξτε ότι έχουµε διαφοροµορφισµό
από το κάθε πεδίο ορισµού στην εικόνα του (δηλαδή αλλαγή συντεταγµένων).

∆είξτε ότι και οι δύο δίνουν παραµετρήσεις της σαγµατικής επιφάνειας και δώστε, σε
κάθε περίπτωση, το τµήµα του γραφήµατος που καλύπτουν.

2. Ελλειψοειδές: Θεωρούµε γενικό ελλειψοειδές µε εξίσωση(x
a

)2
+
(y
b

)2
+
(z
c

)2
= 1, a > b > c > 0.

Επαληθεύστε ότι επιτρέπει παραµέτρηση

r(θ, φ) =

 a sin θ cosφ
b sin θ sinφ
c cos θ

 , (θ, φ) ∈ (0, π)× (0, 2π).
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Υπολογίστε τα εφαπτόµενα διανυσµατικά πεδία rθ, rφ και το κάθετο πεδίο rθ× rφ. Εί-
ναι τα rθ, rφ, και εποµένως οι µεσηµβρινοί και παράλληλοι του ελλειψοειδούς κάθετοι
µεταξύ τους ; Σε ποιά σηµεία είναι κάθετα ;

Επαληθεύστε ότι το πεδίο κλίσης της συνάρτησης f(x, y, z) =
(
x
a

)2
+
(
y
b

)2
+
(
z
c

)2
στα σηµεία του ελλειψοειδούς (δηλαδή για f(x, y, z) = 1) είναι παράλληλο στο πεδίο
rθ × rφ. Μέσω της κλίσης, δείξτε ότι για κάθε v 6= 0, υπάρχουν ακριβώς δύο σηµεία
της επιφάνειας µε εφαπτόµενο επίπεδο κάθετο στο v.

3. Ευθειογενείς επιφάνειες: Θεωρούµε παραµετρήσεις της µορφής

r(t, u) = c(t) + uv(t),

όπου c(t), t ∈ I είναι κανονική καµπύλη στο χώρο, u ∈ I ′ ⊂ R και v(t) 6= 0, ∀t. Εδώ
I, I ′ είναι κάποια µη-κενά, ϕραγµένα διαστήµατα στο R, µε I ′ της µορφής (−δ, δ).
Για t σταθερό, είναι προφανές ότι έχουµε παραµέτρηση ευθείας, οπότε έχουµε µιά µο-
νοπαραµετρική οικογένεια ευθειών. Η καµπύλη c λέγεται διευθετούσα (directrix)
ή οδηγός καµπύλη. ∆εν είναι σαφές ότι έχουµε κανονική παραµέτρηση επιφάνειας.
Θα µελετήσουµε συνθήκες που να δίνουν κανονικότητα.

(αʹ) Το πεδίο ru = v(t) 6= 0 εξ υποθέσεως. Το πεδίο rt(t, u) = ċ(t) + uv̇(t) είναι
µη-µηδενικό για u = 0, καθώς η καµπύλη είναι κανονική. ∆είξτε ότι εποµένως,
εάν για όλα τα t, τα διανύσµατα ċ(t) και v(t) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε
έχουµε κανονική παραµέτρηση καµπύλης σε κάποιο υποσύνολο I × (−ε, ε).

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η επιλογή v(t) = ċ(t) δίνει ιδιάζοντα σηµεία κατά µήκος της καµπύλης,
ενώ η επιλογή v(t) = n(t) (το κάθετο πεδίο της καµπύλης, που υποθέτουµε µη-
µηδενικό παντού) δίνει πάντα επιφάνεια.

4. Λωρίδα του Mobius: Είναι παράδειγµα που αναδεικνύει τους κινδύνους του να ε-
πιτρέπουµε κλειστό διάστηµα ορισµού σε παραµέτρηση. Είναι µη-προσανατολίσιµη
επιφάνεια, µε την έννοια ότι δεν ορίζεται µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο πάνω
της. Η παραµέτρηση που ϑα δώσουµε είναι παραλλαγή αυτής επιφάνειας εκ περι-
στροφής.

Στο επίπεδο xz, έχουµε το κάθετο ευθύγραµµο τµήµα (x(t), z(t)) = (3, t), t ∈ (−1, 1).
Θα εφαρµόσουµε περιστροφή Rotz(θ) αλλά ταυτόχρονα ϑα περιστρέφουµε πρώτα το
τµήµα µε τη µισή ταχύτητα της περιστροφής γύρω από τον άξονα x. Εφαρµόζουµε
λοιπόν στα σηµεία του τµήµατος τον γραµµικό µετασχηµατισµό Rotz(θ) Rotx(θ/2).
Βρείτε την παραµέτρηση αυτή, µε (θ, t) ∈ (0, 2π) × (−1, 1) και δώστε το γράφηµα.
∆είξτε ότι έχουµε κανονική παραµέτρηση επιφάνειας.

Εάν στην παραµέτρηση που ϐρήκατε επιτρέπαµε τις τιµές θ = 0 και 2π, υπολογίστε
τις δύο αυτές εικόνες και δείξτε ότι έχουµε αντιστροφή των σηµείων του τµήµατος, σε
σχέση µε την αρχική ϑέση του. Εάν λοιπόν επιτρέπαµε θ ∈ [0, 2π] τί πρόβληµα ϑα
παρουσιαζόταν µε το µοναδιαίο κάθετο πεδίο ;

5. (αʹ) ∆ίνεται κανονική καµπύλη γ : (x(t), z(t)), t ∈ (a, b), στο κάθετο επίπεδο xz
του χώρου R3, µε x(t) > 0 για όλα τα t. ∆ώστε τον πίνακα περιστροφής κατά
γωνία θ γύρω από τον κάθετο άξονα z και εποµένως δείξτε ότι η περιστροφή
της καµπύλης γ δίνει κανονική παραµέτρηση επιφάνειας Σ : (a, b) × (0, 2π) →
R3, (t, θ) 7→ r(t, θ). ∆ώστε κατάλληλες καµπύλες : την γ1 που να παράγει τη
σφαίρα S2 = {x2 + y2 + z2 = R2} και την γ2 που να παράγει έναν τόρο T 2.
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(ϐʹ) ∆είξτε ότι για θ = 0 το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια ανήκει στο επίπεδο xz.
Εξηγήστε γιατί αυτό σηµαίνει πως για κάθε θ και κάθε t τέτοιο ώστε ż(t) 6= 0, η
ευθεία που ορίζει το κάθετο διάνυσµα περνά από τον άξονα z.

(γʹ) Τώρα παίρνουµε ως γ το τµήµα της υπερβολής xz = 1 για x > 0. Υπολογίστε
τους πίνακες της πρώτης και δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής της επιφάνειας που
παράγεται από την περιστροφή και ϐρείτε ποιά σηµεία της είναι ελλειπτικά και
ποιά υπερβολικά.

6. (αʹ) ∆ώστε κανονική παραµέτρηση r(θ, φ) της σφαίρας S2
R = {x2 + y2 + z2 = R2}

(R > 0) στο χώρο και δώστε τα σηµεία της S2
R που δεν καλύπτονται από την

παραµέτρηση. Υπολογίστε τα πεδία rθ, rφ,N (µε N το µοναδιαίο κάθετο πεδίο)
και εξηγήστε γιατί δίνουν, για κάθε (θ, φ), ϐάση του R3.

(ϐʹ) ∆ώστε τον ορισµό της πρώτης και δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής, Ι και ΙΙ, γενικής
επιφάνειας Σ : D → R3, (u, v) 7→ r(u, v) και δώστε την απόδειξη ότι ο πίνακας
της δεύτερης Θ.Μ. είναι συµµετρικός. ∆είξτε επίσης την ταυτότητα

detQ = ||ru × rv||2.

(γʹ) Βρείτε την I και ΙΙ για την σφαίρα και εποµένως δώστε την συνάρτηση καµπυλό-
τητάς της.

(δʹ) Υπολογίστε το εµβαδόν του τµήµατος της σφαίρας που είναι η εικόνα του συνόλου
(θ, φ) ∈ (π/4, 3π/4)× (0, π).

7. ∆ίνεται το γράφηµα Σ = graphf της συνάρτησης

f : R2 → R : (x, y) 7→ f(x, y) = 2x2 − 2xy − 3y2.

∆είξτε ότι έχουµε κανονική επιφάνεια και ϐρείτε το κάθετο µοναδιαίο πεδίο N(x, y).
Βρείτε τους πίνακες της πρώτης και δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής και εποµένως τον
πίνακα του τελεστή σχήµατος και τη συνάρτηση καµπυλότητας Gauss K(x, y). ∆είξτε
ότι όλα τα σηµεία της Σ είναι υπερβολικά.

Θεωρούµε καµπύλες στην Σ πάνω απο τις ευθείες y = cx, για c ∈ R. Υπολογίστε
την συνάρτηση καµπυλότητας κ(x) (που εξαρτάται προφανώς από την σταθερά c). Στο
κεντρικό σηµείο (x, y) = (0, 0) συνδέστε την εξάρτηση της καµπυλότητας από το c µε
τις ιδιοτιµές του τελεστή σχήµατος στο (0, 0).

8. (αʹ) Πόσες, κατ΄ ελάχιστον, παραµετρήσεις επιφάνειας χρειαζόµαστε (δηλ. µε ανοι-

κτό πεδίο ορισµού) για να καλύψουµε τη σφαίρα x2 + y2 + z2 = R2 (µε ακτίνα
R > 0); Για τη συνήθη παραµέτρηση µε σφαιρικές συντεταγµένες (θ, φ), υπολο-
γίστε τον πίνακα της πρώτης ϑεµελιώδους µορφής και τη συνάρτηση απεικόνισης
στοιχείου εµβαδού |rθ × rφ| και δώστε το γράφηµά της.

(ϐʹ) Η σφαίρα διαιρείται σε n τµήµατα (n ϑετικός ακέραιος) παίρνοντας τοµές µε n−1
οριζόντια επίπεδα τα οποία ισαπέχουν το ένα από το άλλο (δηλαδή σε απόσταση
2R/n). ∆είξτε ότι τα εµβαδά των n αυτών τµηµάτων είναι ίσα.

9. ∆ίνεται κανονική παραµέτρηση επιφάνειας Σ από το ανοικτό U ⊂ R2 στο R3, (u, v) 7→
r(u, v). ∆είξτε ότι εάν σε σηµείο r0 ∈ Σ (µε r0 = r(u0, v0)) το κάθετο διάνυσµα
N(u0, v0) έχει µη-µηδενική συντεταγµένη στην κάθετη κατεύθυνση (δηλαδήN(u0, v0)·

3



k 6= 0), τότε η απεικόνιση (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)) για (u, v) σε κάποια γειτονιά του
(u0, v0) δίνει αλλαγή συντεταγµένων. Εξηγήστε πώς αυτό συνεπάγεται ότι η επιφάνεια
Σ έχει παραµέτρηση Monge κοντά στο r0 µε παραµέτρους (x, y), δηλαδή εκφράζεται
ως (x, y) 7→ r(x, y) κοντά στο αρχικό σηµείο.

Εξηγήστε γιατί µπορούµε να ισχυριστούµε, γενικεύοντας τα παραπάνω, ότι κάθε επι-
ϕάνεια έχει παραµέτρησεις Monge που την καλύπτουν, µε παραµέτρους (x, y), (y, z)
ή (x, z).

10. Θεωρούµε κανονική καµπύλη r(s) στο επίπεδο R2, µε ϕυσική παραµέτρηση. Το ε-
ϕαπτόµενο πεδίο ταχύτητας t(s) = dr

ds
είναι εποµένως µοναδιαίο και ορίζουµε κάθετο

µοναδιαίο πεδίο n(s) = Jt(s), όπου J είναι ο πίνακας περιστροφής κατά π/2 στην ϑε-
τική κατεύθυνση. ∆ώστε τις εξισώσεις Frenet στην περίπτωση αυτή (εκφράστε δηλαδή
τις παραγώγους της ϐάσης (t,n) ως προς τη ϐάση).

∆ώστε τώρα προσεγγιστικά το r(s + ∆s) από το ανάπτυγµα Taylor που περιλαµβάνει
µέχρι και κυβικούς όρους (δηλαδή ∆s3). Εκφράστε την προσέγγιση του r(s + ∆s)
µέσω της ϐάσης (t(s),n(s)) και της καµπυλότητας (στο επίπεδο) κ(s).

Επιλέγοντας σηµείο r(s) της καµπύλης δικαιολογήστε, από την παραπάνω προσέγγι-
ση, την Πρόταση: Εάν η καµπυλότητα είναι µονοτονικά αυξανόµενη C1 συνάρτηση,
τότε η προσεγγιστική παραβολή στο σηµείο r(s) της καµπύλης κείται πάνω από την
καµπύλη από την µία µεριά και κάτω από την καµπύλη από την άλλη.

11. Θεωρούµε την επιφάνεια εκ περιστροφής γύρω από τον κάθετο άξονα z που παράγεται
από τον κύκλο (x− 3)2 + z2 = 1 στο επίπεδο xz. Υπολογίστε τους πίνακες της πρώτης
και δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής και εποµένως δώστε τη συνάρτηση καµπυλότητας
Gauss K. Βρείτε όλα τα ελλειπτικά, υπερβολικά και παραβολικά σηµεία. ∆είξτε ότι
η κάθετη ευθεία σε κάθε σηµείο περνά από τον άξονα z.

12. (αʹ) Εάν v(t) είναι σφαιρική καµπύλη, δηλ. |v(t) − r| = R για κάποια r ∈ R3 και
R > 0, δείξτε ότι το διανυσµατικό πεδίο ταχύτητάς της είναι εφαπτόµενο στη
σφαίρα.

(ϐʹ) Ποιά είναι η λύση των εξισώσεων Frenet-Serret µε δοθέν αρχικό τρίεδρο σε δοθέν
σηµείο r και µε σταθερή καµπύλότητα κ > 0 και σταθερή στρέψη σ; Τί γίνεται
εάν η στρέψη είναι µηδενική ;

(γʹ) ∆είξτε ότι, έαν Q(u, v) είναι ο πίνακας της πρώτης ϑεµελιώδους µορφής, τότε√
detQ(u, v) = |ru × rv|.

(δʹ) ∆ώστε τους πίνακες της πρώτης και δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής και την κα-
µπυλότητα στο σηµείο 0 όταν η επιφάνεια είναι γράφηµα συνάρτησης z = f(x, y)
µε f(0, 0) = 0, fx(0, 0) = 0 και fy(0, 0) = 0. Πόσο γενικό είναι αυτό ; Μπορεί
δηλαδή κάποιος να ισχυριστεί ότι για κάθε επιφάνεια µπορούµε τοπικά (κοντά
σε επιλεγµένο σηµείο της) να επιλέξουµε συντεταγµένες έτσι ώστε η επιφάνεια
δίνεται από τέτοιο γράφηµα ; Εξηγήστε µε όποιον τρόπο προτιµάτε, π.χ. µε κα-
τάλληλα σχήµατα.

13. ∆είξτε ότι, για την συνήθη ¨σφαιρική¨ παραµέτρηση της έλλειψης

r(θ, φ) =

 a sin θ cosφ
b sin θ sinφ
c cos θ

 , a ≥ b ≥ c > 0,
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οι παράλληλοι θ = σταθ. είναι πράγµατι καµπύλες τοµής της έλλειψης µε οριζόντια
επίπεδα z = σταθ. και οι µεσηµβρινοί φ = σταθ. είναι τοµές µε κάθετα επίπεδα που
περιλαµβάνουν τον κάθετο άξονα z.

14. Είδαµε ότι η γραµµική απεικόνιση του τελεστή σχήµατος

S : TrΣ→ TrΣ

είναι συµµετρική. Ο εφαπτόµενος χώρος TrΣ = span(ru, rv). Ο πίνακας που δίνει
την S ως προς κανονική παραµέτρηση r(u, v) όµως,

S(u, v) = Q−1(u, v)P (u, v),

δεν είναι απαραίτητα συµµετρικός. ∆ώστε παράδειγµα όπου δεν είναι συµµετρικός.

Θα αποδείξουµε ότι, µε κατάλληλη αλλαγή ϐάσης, έχουµε πράγµατι συµµετρικό πί-
νακα. Οι ιδιοτιµές του πίνακα S(u, v), λοιπόν, είναι πραγµατικές.

(αʹ) ΄Ενας τετραγωνικός, συµµετρικός n×n πίνακας A είναι ϑετικά ορισµένος εάν και
µόνο έαν όλες οι ιδιοτιµές του είναι ϑετικές. Καθώς είναι συµµετρικός, υπάρχει
ορθογώνιος πίνακας U µε τις στήλες ορθοκανονική ϐάση ιδιοδιανυσµάτων, από
το ϕασµατικό ϑεώρηµα. Γράφουµε λοιπόν

A = UΛU−1, µε U−1 = UT

και Λ διαγώνιο, µε ϑετικά διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές λi. Ορίζουµε πίνακα
B = UΛ1/2, όπου ο Λ1/2 έχει διαγώνια στοιχεία

√
λi. Ο Πίνακας B λέγεται

τετραγωνική ϱίζα του A > 0, καθώς ισχύει A = BBT , και είναι αντιστρέθιµος
–δείξτε τα αυτά.

(ϐʹ) Εφαρµόστε τα παραπάνω για να µετατρέψετε την εξίσωση ιδιοτιµών/ιδιοδιανυ-
σµάτων για τον πίνακα S, δηλαδή την εξίσωση

Su = λu⇐⇒ Q−1Pu = λu

σε εξίσωση Cv = λv, µε C συµµετρικό ϑετικά ορισµένο πίνακα και την ίδια
ιδιοτιµή λ µε τον S. Βρείτε την σχέση µεταξύ των ιδιοδιανυσµάτων u και v.
Τα ιδιοδιανύσµατα vi του C δίνουν ορθοκανονική ϐάση. Ισχύει το ίδιο για τα
ιδιοδιανύσµατα του S; Εξηγήστε γιατί και δώστε παραδείγµατα. Τέλος, εξηγή-
στε γιατί ο τελεστής σχήµατος ως ενδοµορφισµός του εφαπτόµενου χώρου έχει
ορθοκανονική ϐάση ιδιοδιανυσµάτων.

ΕΚ, 15/12/2018
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