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Παράδειγµα

Θεωρούµε το σύστηµα µη-γραµµικών εξισώσεων:

cos(x+ y)− z3 = 0
x3 − y + y2 − z2 = −1

Είναι προφανές ότι δεν µπορούµε να περιγράψουµε αναλυτικά το σύνολο των λύσεών του.

Παρατηρούµε ότι το σηµείο (x, y, z) = (0, 0, 1) είναι λύση. Θα δείξουµε, µε την ϐοήθεια

του Θεωρήµατος Πεπλεγµένης Συνάρτησης, ότι κοντά στο σηµείο αυτό, το σύνολο λύσεων

είναι µονοδιάστατο (καµπύλη), όπως ϑα περιµέναµε για ένα σύστηµα δύο εξισώσεων σε τρεις

µεταβλητές. ΄Ετσι, έχουµε τουλάχιστον µιά τοπική εικόνα για το σύνολο λύσεων.

Ερµηνεύουµε κατ΄ αρχήν το σύστηµα ως το πρόβληµα εύρεσης της αντίστροφης εικόνας

συνάρτησης F : R3 → R2
, µε F την συνάρτηση

F (x, y, z) = (cos(x+ y)− z3, x3 − y + y2 − z2)

και τιµή το (0,−1), δηλαδή το σύνολο F−1(0,−1).
Υπολογίζουµε τον 2× 3 πίνακα της παραγώγου (Ιακωβιανό πίνακα)

DF (x) =

[
− sin(x+ y) − sin(x+ y) −3z2

3x2 −1 + 2y −2z

]
.

Στο σηµείο (0, 0, 1) δίνει τον πίνακα

DF (x) =

[
0 0 −3
0 −1 −2

]
,

ο οποίος έχει rank ίσο µε δύο, καθώς επιλέγοντας τις στήλες 2 και 3 έχουµε 2×2 υπο-πίνακα

µε µη-µηδενική ορίζουσα.

Αλλά από το ϑεώρηµα της πεπλεγµένης συνάρτησης, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει λεία

συνάρτηση, τοπικά, δηλαδη από γειτονιά I του x = 0, στο κάθετο επίπεδο yz,

h : I → R2 : x 7→ (y(x), z(x))

µε y(0) = 0 z(0) = 1, τέτοια ώστε το γράφηµά της να δίνει, τοπικά πάλι, το σύνολο λύσεων

του συστήµατος, δηλαδή την ισοσταθµική καµπύλη της συνάρτησης F για την τιµή (0,−1).
Με γράφηµα εννοούµε το σύνολο των σηµείων (x, y(x), z(x)) του χώρου R3

, για x ∈ I
(στην ϑεωρία καµπυλών ϑα δούµε ότι έχουµε κανονική παραµέτρηση καµπύλης στο χώρο).
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Στο πρώτο σχήµα ϐλέπουµε τις ισοσταθµικές επιφάνειες κάθε εξίσωσης χωριστά (πράσινη

η πρώτη, πορτοκαλί η δεύτερη). Στο δεύτερο σχήµα εστιάζουµε κοντά στο σηµείο (0, 0, 1)
του κάθετου άξονα. Είναι προφανές από το σχήµα ότι η τοµή των δύο επιφανειών είναι

καµπύλη και ότι κοντά στο σηµείο αυτό µπορεί να παραµετρηθεί από το x. Πιό µακριά

από το σηµείο όµως, παρατηρούµε στροφή της καµπύλης τοµής και µαντεύουµε ότι η

παραµέτρηση δεν µπορεί να γίνει από το x, αλλά ίσως από το y. Επιβεβαιώνουµε έτσι την

τοπική ϕύση του αποτελέσµατος που παίρνουµε από το ΘΠΣ.

΄Ασκηση: Βρείτε το διάνυσµα ταχύτητας της καµπύλης λύσεων στο σηµείο (0, 0, 1).

Ε. Κάππος, 16-10-2018
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