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Αναλυτικη Γεωµετρια Ι
Πρώτη Εργασία: ∆ιανυσµατικοί Χώροι

[Στο ∆Χ.Rn
ϑεωρούµε γνωστή την κανονική ϐάση En = (e1, e2, . . . , en), µε κάθε ei να έχει µοναδικό

µη-µηδενικό στοιχείο το 1 στη ϑέση i.]

1. (αʹ) Ποιά είναι η σχέση µεταξύ span(u1, u2) και span(u1 − u2, u2), όπου u1, u2 είναι µη-

µηδενικά, µη-συνευθειακά διανύσµατα διανυσµατικού χώρου V n
.

(ϐʹ) Συγκρίνετε τα span(u1, u2, u3) και span(u1 + u2 + u3, u2 + u3, u3) για γενικά διανύσµατα

u1, u2, u3 ∈ V n
.

2. (αʹ) ∆είξτε ότι η ορίζουσα του πίνακα

A =

 1 1 1
a b c
a2 b2 c2


είναι detA = (a− c)(b− a)(b− c).

(ϐʹ) Βασιζόµενοι στο παραπάνω, ϐρείτε δέκα διανύσµατα στο χώρο R3
τέτοια ώστε οποιαδήποτε

τρία από αυτά είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(γʹ) ∆ώστε µία τέτοια τριάδα που να δίνει όγκο του παραλληλεπιπέδου που ορίζει ίσο µε µονάδα.

3. ∆ίνονται υποχώροι του R3
:

W1 = span

 1
0
−1

 ,
 0

1
−2

 , W2 = span

 1
0
2

 ,
 0
−1
1

 .

(αʹ) Να ϐρεθεί η τοµή των δύο υποχώρων, W1 ∩W2.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η τοµή των επιπέδων 2e1 +W1 και e3 +W2.

4. ∆ώστε το σύνολο των λύσεων καθενός από τα παρακάτω γραµµικά συστήµατα Ax = y και

ερµηνεύστε το γεωµετρικά (εφόσον είναι µη-κενό.)

(a)

[
−7 3 −2
4 −1 1

] x
y
z

 =

[
3
−2

]

(b)

 −3 4 11
5 3 1
2 −2 −6

 x
y
z

 =

 −213
2


(c)

 2 1
−1 3
4 5

[ x
y

]
=

 −1k
7

 , για διάφορες τιµές της σταθεράς k.

∆ώστε επίσης τον πυρήνα και την εικόνα της γραµµικής απεικόνισης που εκφράζει κάθε πίνακας

A, υποθέτοντας ότι πήραµε κανονικές ϐάσεις παντού. Περιγράψτε τί ϑα συµβεί εάν διαταράξουµε

ένα από τα στοιχεία του πίνακα A στο δεύτερο σύστηµα (δηλ. αν προσθέσουµε µικρό ε).



5. (αʹ) ∆είξτε ότι τα διανύσµατα

v1 =


−2
3
2
1

 , v2 =


1
3
−1
0

 , v3 =


4
3
−4
2


στον χώρο R4

είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(ϐʹ) Περιγράψτε το σύνολο W = span(v1,v2,v3). ∆ίνονται διανύσµατα

u1 =


2
1
1
2

 , u2 =


3
0
−3
4

 .
Ποιό από αυτά ανήκει στο ανάπτυγµα W ;

(γʹ) Βρείτε τέταρτο διάνυσµα ώστε µαζί µε τα (v1,v2,v3) να έχουµε ϐάση του R4
και εκφράστε

το διάνυσµα που ϐρήκατε παραπάνω ότι δεν ανήκει στο W ως προς την ϐάση αυτή.

6. ∆ίνονται ∆.Χ. V και W µε ϐάσεις B = {b1,b2} και F = {f1, f2, f3}. Μία γραµµική απεικόνιση

στέλνει το διάνυσµα b1+b2 στο διάνυσµα f1+3 f2− f3 και το διάνυσµα b1−2b2 στο −f1+2 f3.
Εξηγήστε γιατί αρκούν τα δεδοµένα αυτά για να οριστεί η γραµµική απεικόνιση και δώστε τον

πίνακά της ως προς τις ϐάσεις B και F .

Υπάρχει γραµµικός συνδυασµός των b1,b2 ο οποίος να απεικονίζεται στο διάνυσµα f1 + f2 + f3
του W ;

7. Επιλέγουµε ϐάσεις

B =

 1
1
0

 ,
 0
−1
1

 ,
 1

0
−1

 , F =

([
1
1

]
,

[
0
−1

])

των ∆.Χ. R3
και R2

αντίστοιχα. Μία γραµµική απεικόνιση T : R3 → R2
έχει πίνακα

A =

[
2 3 2
1 −1 3

]
ως προς τις ϐάσεις B,F .

(αʹ) ∆ώστε τον πίνακα της T ως προς τις συνήθεις ϐάσεις E3, E2.
(ϐʹ) Βρείτε την εικόνα του διανύσµατος  3

5
1


B

.
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