
Κεφάλαιο 6

Ασκήσεις

1. (αʹ) ∆ώστε δράση του ∆Χ R2 στο αφινικό επίπεδο P = {(x, y, z) ∈
R3 : x = 2}. Επίσης, δώστε µία αφινική ϐάση τριών σηµείων
(a0, a1, a2) και ϐρείτε τις ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες του σηµείου
(2,−2, 3) ∈ P ως προς τη ϐάση αυτή.

(ϐʹ) Στον αφινικό χώροA3 µε δεδοµένη την διατεταγµένη αφινική ϐάση
A = (a0, a1, a2, a3), γράφουµε τυχαίο σηµείο ως

a = a0 + x1b1 + x2b2 + x3b3, όπου bi = ai − a0, i = 1, 2, 3,

δηλαδή x1, x2, x3 είναι οι αφινικές του συντεταγµένες. Γράφουµε
x το διάνυσµα µε τις συντεταγµένες αυτές.
Βρείτε τον πίνακα C και το διάνυσµα µετατόπισης d ως προς τη
ϐάση A για την αλλαγή ϐάσης z = Cx+d που παίρνουµε από την
µετάθεση των σηµείων ϐάσης (a2, a3, a0, a1).

2. ∆ίνονται τα αφινικά επίπεδα

P1 = {(x, y, z) ∈ R3 : 3x+ 2y + z = 6} και

P2 = {(x, y, z) ∈ R3 : −x− 2y + 3z = 2}.

(αʹ) ∆ώστε αφινικές ϐάσεις (a0, a1, a2) και (a′0, a
′
1, a
′
2) των P1,P2 αντί-

στοιχα µε ai (αντίστ. a′i) τα σηµεία τοµής των επιπέδων µε τους τρεις
άξονες x, y, z. Εποµένως, δώστε και ϐάσεις της µορφής (a0,b1,b2)
και (a′0,b

′
1,b
′
2) αντίστοιχα.

(ϐʹ) Βρείτε την αφινική απεικόνιση f : P1 → P2, ως προς τις παραπάνω
ϐάσεις, που στέλνει το a0 στο −a′0 + 2a′2, το a1 στο (a′0 + a′1 + a′2)/3
και το a2 στο (a′1 + a′2)/2. Είναι οµαλή (αντιστρέψιµη); Βρείτε την
αντίστροφη εικόνα του σηµείου 3a′1 − 2a′2.

3. (αʹ) ∆ίνονται σηµεία A0, A1, . . . , Am του Rn. Πότε λέµε ότι είναι αφινι-
κά ανεξάρτητα; Τί εννοούµε µε το αφινικό τους ανάπτυγµα και τί

41



42 Κεφάλαιο 6. Ασκήσεις

είναι αυτό όταν ταm+1 σηµεία είναι αφινικά ανεξάρτητα ; Μπορεί
να έχουµε n+ 1 αφινικά ανεξάρτητα σηµεία στο Rn;

(ϐʹ) ∆ίνονται αφινικά ανεξάρτητα σηµεία A0, A1, A2 του R3,

Ai = (ai1, ai2, ai3).

∆είξτε ότι το σηµείο (x, y, z) ∈ R3 ανήκει στο αφινικό τους ανά-
πτυγµα εάν και µόνον εάν

det


x y z 1
a01 a02 a03 1
a11 a12 a13 1
a21 a22 a23 1

 = 0

(γʹ) ∆ώστε την αναλυτική µορφή αx+βy+ γz = δ του αφινικού επιπέ-
δου X ⊂ R3 που ορίζουν τα σηµεία (2, 1,−2), (3,−2, 1), (1, 1, 3).
Τέλος, ϐρείτε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου το οποίο ορίζουν
τα τρία σηµεία.

4. (αʹ) Τί σηµαίνει τέσσερα σηµεία (a, b, c, d) του αφινικού χώρουA3 να εί-
ναι αφινικά ανεξάρτητα ; Εξηγήστε γιατί ορίζουν τετράεδρο. ∆ώστε
την αλλαγή ϐάσης που στέλνει τις κορυφές του τετράεδρου αυτού
στα ϐαρύκεντρα των τριγώνων που ϐρίσκονται ακριβώς απέναντι
από κάθε κορυφή.

(ϐʹ) ∆ώστε την αφινική απεικόνιση η οποία απεικόνίζει το επίπεδο x +
y+ z = 2 στο επίπεδο 2x− y+ 3z = 3 και στέλνει τα σηµεία τοµής
των επιπέδων µε τους άξονες του ενός στα αντίστοιχα σηµεία του
δευτέρου.

5. (αʹ) ∆είξτε ότι τα τρία σηµείαB0 = (2, 3, 0), B1 = (3, 1, 2), B2 = (2, 0, 2)
του χώρου R3 είναι αφινικά ανεξάρτητα και εποµένως έχουν αφι-
νικό ανάπτυγµα επίπεδο, ας πούµε P2.

(ϐʹ) Επαληθεύστε ότι τα σηµεία

P = (−1, 0, ), Q = (0, 1, 0), R = (0, 0, 2/3)

ανήκουν στο P2 και δώστε τις αφινικές και τις ϐαρυκεντρικές συν-
τεταγµένες τους ως προς την διατεταγµένη αφινική του ϐάση B =
(B0, B1, B2).

(γʹ) ∆ίνεται τώρα δεύτερο αφινικό επίπεδο P1 µε την αναλυτική µορφή
2x− y+ z = 2. Βρείτε αφινική του ϐάση A = (A0, A1, A2) και την
µορφή της ϐάσης : (A0,

−−−→
A0A1,

−−−→
A0A2).

(δʹ) ∆ώστε τώρα, ϐασιζόµενοι στα παραπάνω, την αφινική απεικόνιση
f : P1 → P2 η οποία στέλνει τα A0, A1, A2 στα σηµεία P,Q και
R αντίστοιχα (ϑέλουµε πίνακα και διάνυσµα µετατόπισης). Εάν G
είναι το ϐαρύκεντρο του τριγώνου A0A1A2, ϐρείτε την εικόνα του
f(G).
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6. Θεωρούµε τετραγωνική συνάρτηση στο αφινικό επίπεδο A2:

f(x, y) = ax2 + 12xy + 9y2 + 6x− 10y.

(αʹ) Ταξινοµήστε τις καµπύλες f(x, y) = 0 που προκύπτουν για διάφο-
ϱες τιµές της παραµέτρου a ∈ R και δώστε τις αφινικές κανονικές
τους µορφές.

(ϐʹ) Για την τιµή a = 5, δώστε την αντίστοιχη οµογενή συνάρτηση
F (X,Y, Z) από την οποία, για Z = 1 προκύπτει η f(x, y) και
αναγνωρίστε την ως τετραγωνική µορφή στο χώρο (πρόσηµα των
ιδιοτιµών χρειάζονται µόνο).

7. (αʹ) Βρείτε την αφινική ισοδυναµία (δηλαδή την αφινική αλλαγή ϐάσης)
που µετατρέπει την τετραγωνική καµπύλη στον A2

f(x, y) = 3x2 − 4xy + 2y2 − 6x+ 5y − 1 = 0

στην κανονική της µορφή.

(ϐʹ) ∆ώστε την αντίστοιχη οµογενή συνάρτηση F (X,Y, Z) από την ο-
ποία, για Z = 1 προκύπτει η f(x, y) και αναγνωρίστε την ως τε-
τραγωνική επιφάνεια στο χώρο (πρόσηµα των ιδιοτιµών χρειάζονται
µόνο).

8. Τετραγωνική συνάρτηση δύο µεταβλητών ϑεωρούµε συνάρτηση

q(x, y) = xTAx + 2bTx + f, όπου x =

[
x
y

]
.

(αʹ) Για τις παρακάτω τετραγωνικές εξισώσεις qi(x, y) = 0, δώστε τον
πίνακα A και επαυξηµένο πίνακα Ã και εποµένως (υπολογίζοντας
κατάλληλες ορίζουσες των A, Ã κ.ο.κ.), αναγνωρίστε τις τετραγω-
νικές καµπύλες στον αφινικό χώρο που προκύπτουν. ∆ώστε την
αφινική κανονική τους µορφή.

q1(x, y) = 2x2 + 5xy − 3x− 4y + 2 = 0

q2(x, y) = 2x2 − 4xy + 5y2 − 2x− 3y + 2 = 0

q3(x, y) = x2 − 6xy + 9y2 − 2 = 0

(ϐʹ) Για τις q1 και q2, ϐρείτε κατάλληλο διάνυσµα x0 και συντελεστή f̃
τέτοια ώστε η τετραγωνική εξίσωση να έχει τη µορφή

qi(x, y) = (x− x0)
TA(x− x0) + f̃ = 0.

Περιγράψτε την καµπύλη q2 = 0 ως καµπύλη στο Ευκλείδειο επί-
πεδο: ϐρείτε το κέντρο, τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A
και κάνετε το σχήµα της.
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9. Θεωρούµε τρία διακριτά ῾῾σηµεία᾿᾿ του προβολικού χώρου RP 1, δηλαδή
τρεις διακριτές ευθείες `1, `2, `3 στο R2 − {0} (το επίπεδο µείον το 0).
∆είξτε ότι µπορούµε να επιλέξουµε οµογενείς συνταταγµένες [X1 : X2],
[Y1 : Y2] και [Z1 : Z2] για τις `i, i = 1, 2, 3 έτσι ώστε να έχουµε

Z1 = X1 + Y1, Z2 = X2 + Y2.

Βρείτε τέτοιες συντεταγµένες για τις ευθείες `1 : −x + 2y = 0, `2 :
2x+ y = 0 και `3 : 5x− 3y = 0.

10. (αʹ) ῾῾∆ύο διακριτές ευθείες στον προβολικό χώρο RP 2 τέµνονται πάντοτε
σε ένα και µοναδικό σηµείο του RP 2 ᾿᾿ — εξηγήστε. Ισχύει αυτό στην
αφινική γεωµετρία ;

(ϐʹ) ∆ώστε τον ορισµό του RP 2 ως το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας
στον τρυπηµένο χώρο R3−{0} για σχέση ισοδυναµίας ∼ και δώστε
τον ορισµό της σχέσης αυτής. Τί εννοούµε µε οµογενείς συντεταγ-
µένες [x : y : z] σηµείου του προβολικού χώρου ;

(γʹ) Θεωρούµε το αφινικό επίπεδο A2 ως το επίπεδο {z = 1} ⊂ R3 −
{0}. ∆ώστε το σηµείο τοµής P ∈ RP 2 των ευθειών τουA2: x+4y =
3 και 2x − 5y = −7, καθώς και το σηµείο τοµής Q ∈ RP 2 των
ευθειών του A2: 2x − 3y = 6 και −4x + 6y = 13 (ϑέλουµε τις
οµογενείς συντεταγµένες των P και Q).

11. (αʹ) Θεωρούµε τον προβολικό χώρο RP 2 ως το σύνολο των κλάσεων ι-
σοδυναµίας του συνόλου R3 − {0} για τη σχέση ισοδυναµίας ῾῾δύο
σηµεία είναι ισοδύναµα αν ανήκουν στην ίδια ευθεία᾿᾿. Θεωρούµε
αφινικό επίπεδο A2 = {αx + βy + γz = δ} ⊂ R3 που δεν περνά
από το µηδέν. Περιγράψτε το σύνολο των στοιχείων του RP 2 τα
οποία δεν έχουν αντιπρόσωπο στο επίπεδο, δηλαδή δεν υπάρχει
σηµείο του A2 που να δίνει οµογενείς συντεταγµένες για την ευ-
ϑεία/σηµείο του RP 2. Τί ερµηνεία έχουν οι ευθείες στο σύνολο
αυτό ;

(ϐʹ) Βρείτε τα σηµεία του προβολικού χώρου RP 1 που αντιστοιχούν
στις τοµές των παρακάτω Ϲευγών ευθειών στο R2 − {0}:

2x− 5y = 3 και − 3x+ 2y = 1

και
2x− y = −2 και − 6x+ 3y = 7.

12. ∆είξτε ότι η συνάρτηση q : R3 ×R3 → R

q(u,v) = q((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = 5x1y1+3x2y2−2x2y3−2x3y2+2x3y3

ορίζει εσωτερικό γινόµενο < u,v >q= q(u,v) στο ∆Χ R3. ∆ώστε τη
συνάρτηση µέτρου που ορίζει και περιγράψτε το σύνολο ||u||q = 2 δια-
νυσµάτων σταθερού µέτρου. Τέλος, δώστε την εξίσωση του επιπέδου που
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ορίζεται ως το σύνολο των διανυσµάτων που είναι κάθετα, ως προς αυτό
το εσωτ. γιν., στο (1, 1, 1).

13. (αʹ) ∆ίνεται η τετραγωνική µορφή στο χώρο

q(x, y, z) = 3x2 + y2 + 5z2 − 2xy + 2yz.

∆είξτε ότι είναι ϑετικά ορισµένη και δώστε τη συνάρτηση µέτρου
που ορίζει στο R3. Ισχυριζόµαστε ότι η µορφή αυτή προκύπτει από
εσωτερικό γινόµενο < ., . > στο R3. ∆ώστε ταυτότητα η οποία να
εκφράζει το εσωτερικό γινόµενο µέσω της τετραγωνικής µορφής και
εποµένως (ή µε άλλον τρόπο) δώστε το εσωτερικό γινόµενο < ., . >

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε την ανισότητα των Cauchy-Schwarz και δώστε µία α-
πόδειξή της.

14. (αʹ) ∆είξτε ότι σε Ευκλείδειο διανυσµατικό χώρο En ισχύουν οι ανισώ-
σεις :

|u · v| ≤ ||v|| ||v||, | ||v|| − ||u|| | ≤ ||v − u||.

(ϐʹ) Για ποιές τιµές της σταθεράς C ορίζεται εσωτερικό γινόµενο <
u,u >Q= u ·Qv στο R3 από τον πίνακα

Q =

 2 C −1
C 3 −2
−1 −2 2


∆ώστε την εξίσωση του συνόλου των διανυσµάτων που είναι κάθετα
στο u = i + 3 j + 4k ως προς το εσωτερικό αυτό γινόµενο.
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