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1. ∆ιαβάστε τις σηµειώσεις πάνω στη ∆ιανυσµατική Ανάλυση και απαντήστε σε όλες τις
ερωτήσεις που ϐρίσκονται µέσα στο κείµενο (υπάρχουν οκτώ τέτοια ερωτήµατα, µε
πλάγια γραµµατοσειρά, σε παρενθέσεις).

2. Σε µία κατηγορία C εάν ένας µορφισµός f ∈ Mor (A,B) έχει αριστερό αντίστροφο
δηλαδή g ∈ Mor (B,A) µε g ◦ f = idA και δεξί αντίστροφο h ∈ Mor (B,A) (µε f ◦ h =
idB), τότε g = h.

∆είξτε επίσης ότι ο ταυτοτικός idA σε κάθε Mor (A,A) της κατηγορίας C είναι µοναδικός.

3. ∆είξτε ότι εάν M είναι µονοειδές (ορίζεται δηλαδή προσεταιριστική πράξη και υπάρχει
µοναδιαίο στοιχείο), τότε µπορούµε να ορίσουµε κατηγορία C µε Ob σύνολο µε ένα
στοιχείο, ας το πούµε ∗, µορφισµούς Mor (∗, ∗) = M και ¨σύνθεση¨ ϐελών το γινόµενο
στο M . ΄Ετσι ϐλέπουµε πάλι ότι οι µορφισµοί µίας κατηγορίας δεν είνα απαραίτητα
συναρτήσεις.

4. Υπολογίστε τη χαρακτηριστική του Euler της σφαίρας, του τόρου, του προβολικού επιπ-
πέδου και της ϕιάλης του Klein. Από την ϑεώρηµα ταξινόµησης συµπαγών επιφανειών,
η επιφάνεια Σg παράγεται από την ταύτιση των πλευρών κανονικού πολυγώνου µε 2g
πλευρές µε τον εξής τρόπο (παίρνουµε µε τη σειρά τις πλευρές):
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g , π.χ. για τον τόρο: aba−1b−1.

(Συµβουλευτείτε το πρώτο κεφάλαιο του ϐιβλίου του Massey για λεπτοµέρειες.) ∆είξτε
ότι εποµένως χ(Σg) = 2− 2g.

5. (αʹ) ∆είξτε ότι αν r : X → A είναι σύµπτυξη (retraction) και ο X είναι Hausdorff, τότε
το υποσύνολο A είναι κλειστό.



(ϐʹ) ∆είξτε ότι εάν έχουµε σύµπτυξη r : X → A και η ϑεµελιώδης οµάδα π1(A) 6= {1},
τότε ο χώρος X δεν είναι συσταλτός.

6. ∆είξτε ότι εάν για τοπολογικό χώρο X η συνεχής απεικόνιση f : X → Sn (n ≥ 1) δεν

είναι επί, τότε η f είναι µηδεν-οµοτοπική, δηλαδή οµοτοπική µε τη σταθερή συνάρτηση.

7. ∆είξτε ότι :

(αʹ) Το επίπεδο µείον πεπερασµένο αριθµό διακριτών σηµείων έχει ως παραµορφωτικό
σύµπτυγµα ένα ¨µπουκέτο¨ κύκλων, δηλαδή κύκλους µε ένα κοινό σηµείο.

(ϐʹ) Ο χώροςR3 µείον η ευθεία {(0, 0, z) : z ∈ R} έχει τον οµοτοπικό τύπο του κύκλου
S1. Γενικότερα, για m < n, ο χώρος Rn −Rm έχει τον τύπο οµοτοπίας σφαίρας
Sn−m−1.

8. ΄Εστω F2 =< a, b > η ελεύθερη οµάδα σε δύο στοιχεία και F3 =< u, v, w > η ελεύθερη
οµάδα σε τρία στοιχεία. Φαίνεται µεγαλύτερη. ∆είξτε όµως ότι η απεικόνιση h : F3 → F2

που στέλνει τους γεννήτορες u 7→ ab, v 7→ a2b2 και w 7→ a3b3 και επεκτείνεται στις λέξεις
µε προφανή τρόπο είναι µονοµορφισµός. Τί ϑα λέγατε για την απεικόνιση των u, v, w
στα a2 , b2 και ab αντίστοιχα ;

Από την άλλη µεριά, και η F2 εγκλείεται στην F3 µε προφανή τρόπο. ΄Εχουµε δηλαδή
µονοµορφισµούς F3 → F2 και F2 → F3. ∆είξτε ότι, παρ΄ όλα αυτά, οι δύο οµάδες
δεν είναι ισόµορφες, καθώς έχουν µη-ισόµορφες ¨αβελιανοποιήσεις¨. ΄Εχουµε µήπως
αντίφαση µε τον ορισµό ισοµορφισµού σε κατηγορία ; (εδώ την Group)

9. ∆ώστε παράδειγµα συνεχούς απεικόνισης f : X → Y που είναι επί αλλά όχι 1:1 και
τέτοια ώστε ο οµοµορφισµός π(f) : π1(X, x0)→ π1(Y, f(x0)) να είναι 1:1 αλλά όχι επί.

Βρείτε και f,X, Y µε την f 1:1 αλλά όχι επί που να δίνει π(f) επί αλλά όχι 1:1.

10. Είδαµε ότι παράσταση της ϑεµελιώδους οµάδας του προβολικού επιπέδου είναι

π1(RP
2) '< a, b | abab > .

∆είξτε ότι πρόκειται για την αβελιανή οµάδα Z2.

∆ώστε γεννήτορα α της οµάδας, δηλαδή ϐρόχο στο τετράγωνο που ορίζει τον προβολικό
χώρο µε τις γνωστές ταυτίσεις, τέτοιον ώστε η σύνθεση µε τον εαυτό του δίνει ϐρόχο
οµοτοπικό µε τον τετριµµένο. ∆είξτε σε σχήµα τα ϐήµατα της οµοτοπίας.

11. (αʹ) ∆είξτε ότι ο τόρος T 2 µείον ένα σηµείο του έχει τον τύπο οµοτοπίας µπουκέτου δύο
κύκλων S1 ∨ S1.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι ο κύκλος S1 είναι σύµπτυξη του S1 ∨ S1, αλλά δεν υπάρχει παραµορ-
ϕωτική σύµπτυξη.

12. Η ταινία του Möbius M προκύπτει από την ταύτιση δύο απέναντι ακµών του τετρα-
γώνου, µε αντίθετη ϕορά. Γεωµετρικά, έχουµε παραµέτρηση επιφάνειας στο χώρο,
παραδείγµατος χάρην

r(t, u) = ((3− t sinu) cos 2u, (3− t sinu) sin 2u, t cosu), (t, u) ∈ (−1, 1)× (0, π).



Εξηγήστε γιατί η παραµέτρηση αυτή δίνει τηνM (εκτός ϕυσικά του τµήµατος ταύτισης),
όπως στο Σχήµα.

∆είξτε ότι υπάρχει παραµορφωτική σύµπτυξη τηςM στον κεντρικό της κύκλο (t = 0)
και εποµένως η ταινία έχει τον τύπο οµοτοπίας του κύκλου, αλλά δεν υπάρχει σύµπτυξη
στον συνοριακό κύκλο της (t = ±1).

13. Στον τόρο T 2 = S1 × S1 ⊂ C×C, µε α, β τους ϐρόχους

α(t) = (e2πit, 1), β(t) = (1, e2πit), t ∈ I,

δείξτε (µε χρήση κατάλληλου διαγράµµατος) ότι α ∗ β = β ∗ α (έτσι δικαιολογούµε
γεωµετρικά ότι η ϑεµελιώδης οµάδα είναι αβελιανή).

14. Μία οµάδα G λέγεται τοπολογική οµάδα εάν έχει δοµή τοπολογικού χώρου µε τις
απεικονίσεις γινοµένου και αντιστρόφου να είναι συνεχείς :

µ : G×G→ G, ι : G→ G,

όπου µ(g1, g2) = g1g2 και ι(g) = g−1. Θεωρούµε τη ϑεµελιώδη οµάδα της G µε σηµείο
ϐάσης τη µονάδα e. Εάν f, g είναι ϐρόχοι ϐασισµένοι στο e, ορίζουµε ϐρόχο γινόµενο
f · g µέσω του γινοµένου στην G: (f · g)(t) = f(t)g(t), t ∈ I.
∆είξτε ότι το γινόµενο των f, g στην π1 είναι στην ίδια κλάση οµοτοπίας µε τον παραπάνω
ϐρόχο γινόµενο, f ∗ g ∼ f · g, αλλά και f · g ∼ g ∗ f , και εποµένως η ϑεµελιώδης οµάδα
της G είναι αβελιανή.
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