
Κεφάλαιο 3

Αφινική Γεωµετρία

3.1 Ορισµός και απλά παραδείγµατα

Η κλασική Γεωµετρία που µαθαίνουµε στο σχολείο, ϐασισµένη στον Ευκλείδη,
δεν αναφέρεται σε διανύσµατα, συντεταγµένες κοκ (ο όρος που χρησιµοποιεί-
ται είναι Συνθετική Γεωµετρία, σε αντιδιαστολή µε την Αναλυτική Γεωµετρία,
η οποία δίνει τον τίτλο του µαθήµατός µας.) Θεωρεί ϐασικές έννοιες όπως
σηµείο, ευθεία κλπ. Κατά κανόνα, γίνεται στο επίπεδο ή στον τριδιάστατο
χώρο. Στην Αναλυτική Γεωµετρία, και στη Γραµµική ΄Αλγεβρα (αντικείµενα
µε σηµαντικό ποσοστό επικάλυψης), στο επίπεδο και τον χώρο δίνεται η δοµή
διανυσµατικού χώρου δύο και τριών διαστάσεων αντίστοιχα. ΄Οπως παρατηρή-
σαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, αυτό αναθέτει ιδιαίτερο ϱόλο στο µηδενικό
διάνυσµα. Η Αφινική ή Οµοπαραλληλική Γεωµετρία είναι µιά απόπειρα να
διατηρήσουµε τον αναλυτικό χαρακτήρα της γεωµετρίας, αλλά παρακάµπτο-
ντας την επιλογή αφετηρίας, που ούτως ή άλλως είναι κάτι τεχνητό.

Η παραπάνω απλή εξήγηση αρκεί προς το παρόν ως κίνητρο για τον ορισµό
που ακολουθεί.1

Ορισµός 3.1. Εάν V n είναι διανυσµατικός χώρος στο σώµα k διάστασης n
και X σύνολο, δράση (action) του V στο X ονοµάζουµε απεικόνιση

φ : X × V → X, (x,v) 7→ φ(x,v),

τέτοια ώστε φ(x,0) = x για κάθε x ∈ X και

φ(φ(x,v),w) = φ(x,w + v).

Η τελευταία αυτή ιδιότητα είναι κρίσιµη και µας οδηγεί στην ερµηνεία
της δράσης ως ένα είδος πρόσθεσης στα στοιχεία του συνόλου X διανυσµάτων
από τον ∆.Χ. V . Για να ενθαρρύνουµε την ερµηνεία αυτή, ϑα γράψουµε το

1Αλλά αδικεί σε µεγάλο ϐαθµό τη σηµασία της Αφινικής Γεωµετρίας, η οποία παίρνει τις
πραγµατικές της διαστάσεις µόνο στο σηµείο όπου ορίζουµε κατάλληλη οµάδα µετασχηµατι-
σµών αφινικών χώρων ! Αυτό ϑα γίνει αργότερα στο κεφάλαιο αυτό.
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αποτέλεσµα της δράσης ως γενικευµένη πρόσθεση (ή µετατόπιση του σηµείου
κατά διάνυσµα), µε το δικό της σύµβολο:

φ(x,v) = x→+ v.

Οι ιδιότητες του ορισµού γράφονται έτσι µε πιό ϕυσικό τρόπο ως

x→+ 0 = x, (x→+ v)→+ w = x→+ (v + w).

Προσοχή ! στην δεύτερη εξίσωση έχουµε δύο ειδών σύµβολα ¨σύν¨: το άθροι-
σµα διανυσµάτων και την ¨πρόσθεση¨ διανύσµατος σε στοιχείο του X.

Ορισµός 3.2. Αφινικός χώρος διάστασης n είναι ένα σύνολο X µε µία
δοθείσα δράση ενός διανυσµατικού χώρου V n στο X, που ονοµάζουµε ¨πρό-
σθεση διανύσµατος¨, τέτοια ώστε για κάθε επιλογή a ∈ X, η αντιστοίχιση
v→ a→+ v από τον ∆Χ V στο σύνολο X να είναι 1:1 και επί (ο όρος bĳection
έχει επικρατήσει και ϑα τον προτιµούµε).

0

v

Vn

Xn
a

a v+

Σχήµα 3.1: Αφινικός χώρος Xn µε δράση του διανυσµατικού χώρου V n.

Με άλλα λόγια, επιλογή σηµείου του X µετατρέπει το σύνολο X σε διανυ-
σµατικό χώρο. ΄Ετσι, δικαιολογείται πλήρως ο ισχυρισµός ότι οι αφινικοί χώροι
είναι σαν τους διανυσµατικούς, εκτός από την επιλογή αφετηρίας. Επίσης,
διαχωρίσαµε επιτυχώς τις έννοιες σηµείων (στοιχείων του X) και διανυσµά-
των (στοιχείων του ∆Χ V ). Χρειάζεται ϐέβαια προσοχή στο χειρισµό τους, και
κάθε ϕορά που γράφουµε µιά µεικτή έκφραση, πρέπει να ϐεβαιωθούµε ότι
είναι καλά ορισµένη.

Ας δώσουµε κάποια ϐασικά παραδείγµατα

Παράδειγµα 3.1. Κάθε διανυσµατικός χώρος V n είναι και αφινικός χώρος, µε
την πρόσθεση διανυσµάτων ίδια µε τη γενική πρόσθεση που ορίσαµε :

V n × V n → V n : (v,w) 7→ v + w.

Εύλογη είναι η ερώτηση: σε τί ϐαθµό αυτό γενικεύει τον ορισµό του ∆Χ και
σε τί ακριβώς διαφέρει ; Η απάντηση είναι ότι τώρα ϑεωρούµε τυχαίο σηµείο
του ∆Χ ως νέα αφετηρία και επικεντρώνουµε τα διανύσµατα σε αυτήν. Αν v0

είναι η επιλογή αυτή, η αντιστοίχιση στέλνει το διάνυσµα v ∈ V n στο v0 + v.
Πρόκειται δηλαδή για µετατόπιση της αφετηρίας (ή του κέντρου των αξόνων.)
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Παράδειγµα 3.2. Η ευθεία που ορίζεται στο επίπεδο από την εξίσωση x+2y = 1
είναι αφινικός χώρος µίας διάστασης. Για να συνηθίσουµε τον ορισµό και να
δούµε γιατί ακριβώς χρειάστηκε νέο σύµβολο, ας δώσουµε δράση του R1 στο
σύνολο αυτό, δηλαδή στο

` = {(x, y) ∈ R1 : x+ 2y = 1}.

Ας ορίσουµε λοιπόν :

`×R1 → ` : ((x, y), u) 7→ (x− 2u, y + u),

δηλαδή (x, y)→+ u = (x− 2u, y+ u). Καθώς x− 2u+ 2(y+ u) = x+ 2y = 1,
έχουµε πράγµατι σηµείο του συνόλου ` εφόσον το (x, y) ∈ `.

Προσοχή: η επιλογή δράσης δεν είναι µοναδική ! Θα µπορούσαµε να
ορίσουµε δράση

`×R1 → ` : ((x, y), u) 7→ (x+ 4u, y − 2u).

Συγκρίνοντας µε την παραµετρική µορφή ευθείας που δώσαµε πριν, ϐλέπουµε
ότι η προσέγγιση µέσω αφινικού χώρου είναι ουσιαστικά το ίδιο µε το να
γράψουµε την ευθεία ως

`(a0,v) = {x0 + tv, t ∈ R1},

όπου a0 ∈ ` και το v είναι διάνυσµα κατεύθυνσης της ευθείας. Στο Παρά-

δειγµά µας, για v µπορούµε να επιλέξουµε το
[
−2

1

]
ή το

[
4
−2

]
, που

αντιστοιχούν στις δύο επιλογές δράσης που µόλις δώσαµε !
Γεωµετρικά, λοιπόν, ϑα λέγαµε ότι επιλογή δράσης ορίζει τον τρόπο µε τον

οποίο η πραγµατική ευθεία R1 ¨κολλάει¨ πάνω στο αφινικό χώρο ` ⊂ R2: το
µηδενικό στοιχείο 0 ∈ R1 πηγαίνει σε επιλογή σηµείου a0 = (x0, y0) της `
και το 1 ∈ R1 στο σηµείο a0 →+ 1. Τα υπόλοιπα σηµεία έχουν την προφανή
αντιστοίχιση (Σχήµα 3.2).
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Σχήµα 3.2: Η δράση του R1 στην ευθεία `, µε αρχή το a0: το 0 πηγαίνει στο
σηµείο a0, το διάνυσµα 1 σε σηµείο a0 →+ 1 και όλα τα άλλα σε κατάλληλα
κλιµακωµένα πολλαπλάσια του σηµείου αυτού.
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Επιστρέφουµε τώρα στον ορισµό αφινικού χώρου. Μιά κρίσιµη παρατή-
ϱηση είναι ότι η τελευταία συνθήκη του ορισµού λέει ότι για a, b οποιαδήποτε
σηµεία του X, υπάρχει ένα και µοναδικό διάνυσµα v ώστε να ικανοποιείται
η εξίσωση a →+ v = b. Είναι δηλαδή σαν να ορίζουµε το v ως τη διαφορά
των a και b: v = b − a. Από την µοναδικότητα, έχουµε καλό ορισµό και έτσι
οδηγούµαστε στον δεύτερο, εναλλακτικό ορισµό αφινικού χώρου:

Ορισµός 3.3 (∆εύτερος ορισµός Αφινικού Χώρου). Το σύνολο X είναι αφινι-
κός χώρος διάστασης n εάν ορίζεται απεικόνιση από το καρτεσιανό γινόµενο
X ×X σε διανυσµατικό χώρο V n

X ×X → V n, (a, b) 7→
−→
ab ∈ V n,

(µε το διάνυσµα εικόνας να ϑεωρείται η διαφορά των σηµείων a και b και να
γράφεται

−→
ab = b− a), τέτοια ώστε, αν (a, b) 7→

−→
ab, (b, c) 7→

−→
bc και (a, c) 7→ −→ac

για a, b, c τρία σηµεία του X, τότε τα τρία διανύσµατα ικανοποιούν τη σχέση

−→
ab +

−→
bc = −→ac.

Η σχέση αυτή λέγεται συχνά ταυτότητα του Chasles. Με χρήση του νέου
ορισµού διαφοράς, λέει απλά ότι

c− a = (c− b) + (b− a)

µε προφανές γεωµετρικό περιεχόµενο (Σχήµα 3.3).

a

b

c

Σχήµα 3.3: Η ταυτότητα του Chasles σε αφινικό χώρο.

Για να συνοψίσουµε λίγο αυτά που έχουµε ορίσει έως τώρα: διακρίναµε
σηµεία και διανύσµατα και επιτρέψαµε δύο τρόπους να τα συνδέσουµε, µε
µετατόπιση σηµείου από διάνυσµα a →+ v (πρώτος ορισµός) ή µε διαφορά
σηµείων b − a που δίνει διάνυσµα, το διάνυσµα ακριβώς που ϑα χρειαζόταν
για να µας πάει από το πρώτο στο δεύτερο σηµείο (δεύτερος ορισµός). Στα
παραδείγµατα είδαµε ότι πράγµατι σηµεία και διανύσµατα είναι διαφορετικές
έννοιες, συχνά διαφορετικής ¨διάστασης¨. Τέλος, χρειάζεται προσοχή στο χει-
ϱισµό των αντικειµένων αυτών : η έκφραση (a− b)− c δεν έχει έννοια, αλλά η
a+ (b− c) έχει, εφόσον το ¨συν¨ ερµηνευτεί µε την έννοια του→+ (γιατί ;)
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3.2 Υποχώροι, ανεξαρτησία και ϐάσεις

Είδαµε ότι σε αφινικό χώρο Xn όπου έχουµε επιλέξει κεντρικό σηµείο a0
(αφετηρία) όλα τα άλλα σηµεία είναι σε 1:1 αντιστοίχιση µε τα διανύσµατα του
∆Χ V n ο οποίος δρα στον Xn: v 7→ a0 →+ v. Αν επιλέξουµε ϐάση

B = {b1,b2, . . . ,bn}

του ∆Χ αυτού, τότε τα σηµεία του Xn είναι τα

a = a0 →+ v = a0 +

n∑
i=1

xibi,

όπου xi είναι οι συντεταγµένες του διανύσµατος v ως προς τη ϐάση B.
Ας ορίσουµε τώρα n σηµεία ai = a0 →+ bi, i = 1, . . . , n. Εναλλακτικά,

έχουµε ότι τα διανύσµατα ϐάσης είναι οι διαφορές των ai µε το αρχικό σηµείο
a0: bi = ai − a0 (Σχήµα 3.4). ΄Ετσι, έχουµε

a = a0 →+
n∑
i=1

xi(ai − a0).

Στο σηµείο αυτό, εάν επιτρέψουµε την οµαδοποίηση συντελεστών για κάθε
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Σχήµα 3.4: Ορισµός n+ 1 σηµείων µε µετατοπίσεις του κεντρικού σηµείου a0
µε τα n διανύσµατα ϐάσης του ∆Χ (παραδείγµατα σε 2 και 3 διαστάσεις).

σηµείο2

a = (1− x1 − x2 − . . .− xn)a0 + x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan,

και παρατηρούµε ότι έχουµε αυτό ακριβώς που είχαµε ορίσει ως αφινικό
συνδυασµό σηµείων, καθώς το άθροισµα των συντελεστών είναι ίσο µε ένα !

Τα (n+ 1) σηµεία (a0, a1, a2, . . . , an) του ΑΧ Xn είναι ¨προνοµιούχα¨, µε
την έννοια ότι οι n διαφορές τους µε το κεντρικό σηµείο a0 δίνουν ϐάση του
∆Χ V n. Οδηγούµαστε λοιπόν στον εξής ορισµό:

Ορισµός 3.4. Σε ΑΧ Xn, επιλογή (n + 1) σηµείων του (a0, a1, a2, . . . , an)
τέτοια ώστε τα διανύσµατα διαφοράς bi = ai − a0 δίνουν ϐάση του ∆Χ V n

λέγεται αφινική ϐάση του χώρου Xn.
2Κάτι που ϑα επιτρέψουµε, αλλά πάντα µε την παραδοχή ότι είναι ισοδύναµο µε τον προη-

γούµενο τύπο, ο οποίος δικαιολογείται πλήρως από τον ορισµό.
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Αφινικοί συνδυασµοί : Τώρα που έχουµε δει πώς να περνάµε από το αφι-
νικό άθροισµα →+ σηµείου µε διάνυσµα σε αφινικό συνδυασµό σηµείω µόνο,
δεν χρειάζεται να περιοριστούµε σε αφινικούς συνδυασµούς που προκύπτουν
από την παραπάνω ανάλυση: εάν έχουµε m σηµεία (a1, a2, . . . , am) του χώ-
ϱου Xn, κάθε επιλογή συντελεστών t1, . . . , tm µε

∑m
i=1 ti = 1 δίνει3 αφινικό

συνδυασµό
t1a1 + t2a2 + . . .+ tmam.

Ισχυριζόµαστε ότι αυτό δίνει σηµείο του χώρου Xn. Καθώς t1 = 1−
∑m

i=2 ti,
και µε την µε παραδοχή ότι το a1 ϑα παίζει το ϱόλο της αρχής, έχουµε

a = a1 + t2(a2 − a1) + . . .+ tm(am − a1),

το οποίο µπορούµε να ερµηνεύσουµε ως αφινικό άθροισµα του σηµείου a0 µε
το διάνυσµα

∑m
i=2 ti(ai−a1). Αυτό το τελευταίο είναι διάνυσµα καθώς από τον

δεύτερο ορισµό κάθε διαφορά σηµείων δίνει διάνυσµα, και όλα έχουν αρχή το
ίδιο σηµείο a1. ΄Ετσι καθησυχασµένοι, λοιπόν, στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε
ελεύθερα τους αφινικούς συνδυασµούς.

Βλέπουµε παρεµπιπτόντως ότι η έννοια του αφινικού συνδυασµού είναι
πιό ¨συµµετρική¨ ως προς τα σηµεία του (όπως είχαµε παρατηρήσει και πριν):
κανείς δεν µας εµποδίζει να επιλέξουµε άλλο σηµείο ως αφετηρία, π.χ. το am,
οπότε να γράψουµε

a = am + t1(a1 − am) + t2(a2 − am) + . . .+ tm−1(am−1 − am)!

Οποιαδήποτε άλλη επιλογή αφετηρίας δίνει κάτι παρόµοιο.
Είναι σαφές ότι οι αφινικοί συνδυασµοί ϑα παίξουν ανάλογο ϱόλο στην

Αφινινκή Γεωµετρία µε αυτόν των γραµµικών συνδυασµών σε διανυσµατικούς
χώρους. Με ϐάση τα παραπάνω, η αντιστοίχιση µε όρους της Γραµµικής
΄Αλγεβρας είναι εύκολη υπόθεση και µάλιστα υποδεικνύει τρόπους χρήσης
των. Αυτό ϑα αναπτύξουµε αµέσως τώρα.

Ορισµός 3.5. Εάν δίνονται σηµεία (a1, a2, . . . , am) του αφινικού χώρου Xn,
ορίζουµε το αφινικό τους ανάπτυγµα ως

affspan(a1, a2, . . . , am) =

{
m∑
i=1

tiai,

m∑
i=1

ti = 1

}
.

(∆ηλαδή το σύνολο όλων των αφινικών συνδυασµών τους.)

Ορισµός 3.6. ΄Ενα υποσύνολο του ΑΧXn είναι αφινικός υποχώρος του εάν
για οποιαδήποτε σηµεία του, περιλαµβάνει και όλους τους αφινικούς συνδυα-
σµούς τους.

3Μας ϐολεύει να αλλάξαµε το σύµβολο των συντελεστών από xi σε ti.
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Είναι έτσι προφανές ότι κάθε αφινικό ανάπτυγµα δίνει αφινικό υποχώρο.4

Πρέπει να είναι επίσης προφανές ότι εάν επιλέξουµε σηµείο αφετηρίας και ϑε-
ωρήσουµε όλα τα διανύσµατα διαφοράς, ο αφινικός υποχώρος ϑα αντιστοιχίσει
σε διανυσµατικό υποχώρο του V n.

Απλά παραδείγµατα: για ένα σηµείο, το ανάπτυγµα είναι πάλι το µονο-
σύνολο του σηµείου αυτού (γιατί ;). Για δύο διακριτά σηµεία, έχουµε αφινικό
ανάπτυγµα

affspan(a1, a2) = {t1a1 + t2a2, t1 + t2 = 1} = {(1− t)a1 + ta2, t ∈ R},

το οποίο αναγνωρίζουµε ως την ευθεία που περνά από τα σηµεία αυτά.
Για να προχωρήσουµε περαιτέρω, ϑα χρειαστούµε αφινική µορφή της έν-

νοιας εξάρτησης και ανεξαρτησίας σηµείων (µας ϐολεύει να πάρουµε πλήθος
m+ 1 αντί m και να αρχίσουµε από δείκτη 0):

Ορισµός 3.7. Ταm+1 σηµεία (m ≥ 0) (a0, . . . , am) του ΑΧXn είναι αφινικά
ανεξάρτητα εάν τα m διανύσµατα διαφοράς b1 = a1 − a0, . . . ,bm = am − a0
είναι γραµµικά ανεξάρτητα στον ∆Χ V n.

Φτάσαµε έτσι και στον ορισµό ϐάσης αφινικού χώρου. ΄Οπως πάντα, έχου-
µε δύο ισοδύναµες επιλογές : η πρώτη είναι να µετατρέψουµε τον ΑΧ σε ∆Χ
µε επιλογή αφετηρίας και να επιλέξουµε ϐάση του ∆Χ. Η δεύτερη αποφεύγει
την επιλογή αυτή και παραµένει σε επίπεδο σηµείων.

Ορισµός 3.8 (Βάσεις). 1) Σε αφινικό χώρο (Xn, V n,→+ ) διάστασης n, επιλογή
σηµείου a0 ως αρχή/αφετηρία και επιλογή ϐάσης B = {b1, . . . ,bn} του ∆Χ
V n δίνει ϐάση του ΑΧ, που λέγεται και πλαίσιο (frame) του Xn.

2) Στον ΑΧ (Xn, V n,→+ ) διάστασης n, αφινική ϐάση του είναι επιλογή
n+1 σηµείων τα οποία είναι αφινικά ανεξάρτητα και έχουν αφινικό ανάπτυγµα
όλο το Xn.

Εάν (a0,B) είναι πλαίσιο, είδαµε ήδη ότι κάθε σηµείο a ∈ Xn γράφεται
µε µοναδικό τρόπο ως a = a0 →+ v, για κάποιο v ∈ V n και το v γράφεται µε
µοναδικό επίσης τρόπο µέσω της ϐάσης :

v = x1b1 + . . .+ xnbn.

Για τη δεύτερη µορφή του ορισµού ϐάσης, χρησιµοποιούµε τον ορισµό αφι-
νικής ανεξαρτησίας. Θυµίζουµε ότι στη µορφή αυτή, έχουµε ελευθερία στην
επιλογή σηµείου αφετηρίας.

Στις δύο µορφές ϐάσης αντιστοιχούν και δύο είδη συντεταγµένων:
4Καθώς πρέπει να επιτρέψουµε και την πιθανότητα να έχουµε κενό σύνολο σηµείων, ως

τετριµµένη περίπτωση αφινικού υποχώρου ϑεωρείται το κενό σύνολο. Αυτή η διαφορά µε τους
διανυσµατικούς χώρους έχει κάποια λογική: τοµή διανυσµατικών υποχώρων δεν είναι ποτέ
κενή, καθώς πάντα περιλαµβάνει το µηδενικό διάνυσµα. Τοµή αφινικών υποχώρων, όµως,
µπορεί κάλλιστα να είναι κενή !
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Ορισµός 3.9. 1) Εάν έχουµε πλαίσιο (a0,B) του ΑΧ Xn, οι αφινικές συντε-
ταγµένες σηµείου a ∈ Xn ως προς το πλαίσιο είναι οι n αριθµοί (x1, x2, . . . , xn)
που δίνουν το διάνυσµα v, µε a = a0 →+ v, ως προς τη ϐάση B.

2) Οι ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες του σηµείου a ∈ Xn ως προς την
αφινική ϐάση (a0, a1, . . . , an) είναι οι n+ 1 αριθµοί ti, όπου το a δίνεται από
τον αφινικό συνδυασµό

a = t0a0 + t1a1 + . . .+ tnan.

Προσοχή: το άθροισµά τους είναι πάντα ίσο µε µονάδα.5

Ας δούµε τα ϐασικά παραδείγµατα.

Παράδειγµα 3.3 (Ευθεία). Αφινικός χώρος µίας διάστασης ϑεωρείται ότι είναι
ευθεία (µε τη συνήθη ερµηνεία από την σχολική γεωµετρία). Αφινική ϐάση
του είναι δύο διακριτά σηµεία (a0, a1) (καθώς η διαφορά τους a1 − a0 είναι
µη-µηδενικό, και εποµένως ¨γραµµικά ανεξάρτητο¨ διάνυσµα !) Εκφράζοντας
την ευθεία ως το αφινικό ανάπτυγµα

` = {t0a0 + t1a1, t0 + t1 = 1} = {(1− t)a0 + ta1, t ∈ R}

ϐλέπουµε ότι αρκεί να δώσουµε µία µόνο ϐαρυκεντρική συντεταγµένη, την
τιµή του t. ΄Ετσι, το a0 αντιστοιχεί στο t = 0, το t = 1 στο a1, για t = 1/2
έχουµε το µέσο σηµείο (a0+a1)/2, για t > 1 έχουµε σηµεία από την εξωτερική
πλευρά του a1 και για t < 0 σηµεία στην εξωτερική πλευρά του a0 (ϐλ. το
Σχήµα 3.5).

a

a1

0

t=0

t=1
t=0.5

t>1

t<0

Σχήµα 3.5: Παραµέτρηση της αφινικής ευθείας µε ϐάση τα σηµεία a0, a1. Το
διάστηµα από το a0 στο a1 αντιστοιχεί στο διάστηµα [0, 1] ⊂ R1.

Εάν ϑεωρήσουµε ότι έχουµε διαθέσιµα ϐάρη συνολικής µάζας µίας µονά-
δας ϐάρους και τοποθετήσουµε ποσοστό (1 − t) στο σηµείο a0 και t στο a1,
τότε το σηµείο της ευθείας µε ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες (1−t, t) είναι, από
τις στοιχειώδεις έννοιες της Φυσικής, ακριβώς το κέντρο ϐάρους των µαζών.

5Ο λόγος για το όνοµα ¨βαρυκεντρικές¨ ϑα ϕανεί πολύ σύντοµα, στο παράδειγµα του επιπέ-
δου 3.4.
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Καθώς µάζες είναι ϑετικές, η ϕυσική αναλογία αυτή ισχύει µόνο για τιµές του
t στο διάστηµα [0, 1], οπότε και παίρνουµε σηµεία στο ευθύγραµµο τµήµα
που συνδέει τα δύο σηµεία. Αν επιτρέψουµε ¨αρνητικές¨ µάζες, τότε έχουµε
γενικευµένο κέντρο ϐάρους, που δίνεται πάλι από το σηµείο µε συντεταγµένες
(1− t, t).

(Ο πρώτος ορισµός ϐάσης µας µεταφέρει σε ∆Χ, όπου η ανάλυση της ευ-
ϑείας ακολουθεί ακριβώς τα ίχνη της ανάλυσής µας στο προηγούµενο κεφά-
λαιο 2.5.1, κι έτσι παραλείπεται.)
Παράδειγµα 3.4 (Επίπεδο). Αφινικός χώρος δύο διαστάσεων ϑεωρείται ότι εί-
ναι επίπεδο. ΄Εστω (a0, a1, a2) αφινική ϐάση. Οι ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες
(t0, t1, t2) µπορούν να σµικρυνθούν σε δύο (όπως κάναµε για την ευθεία), αλ-
λά είναι καλύτερο να τις αφήσουµε ως έχουν, προς το παρόν. Θα µπορέσουµε
να εξηγήσουµε έτσι και την ερµηνεία τους ως ϐαρύκεντρα.

Παρατηρούµε κατ΄ αρχήν ότι από την υπόθεση ότι τα τρία σηµεία δίνουν
ϐάση έπεται ότι έχουµε µη-εκφυλισµένο τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία a0, a1
και a2. Για t0 = 0, έχουµε αφινικούς συνδυασµούς των δύο αποµεινάντων
σηµείων, δηλαδή την ευθεία που ορίζουν τα a1, a2. Ανάλογα, t1 = 0 δίνει την
ευθεία των a0, a2 και t2 = 0 την ευθεία a0, a1 (Σχήµα 3.6).

a

aa

0

1
2

t =01
t =02

t =00
nX

Σχήµα 3.6: Βαρυκεντρικές συντεταγµένες σε αφινικό επιπεδο µε αφινική ϐά-
ση (a0, a1, a2).

Μπορούµε να προχωρήσουµε λίγο παραπέρα: από το προηγούµενο πα-
ϱάδειγµα της ευθείας, παρατηρούµε ότι τιµές του t στο διάστηµα [0, 1] δίνουν
σηµεία µεταξύ των a0 και a1, δηλαδή πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα που τα
ενώνει. ΄Ετσι η πλευρά a1a2 περιγράφεται ως το σύνολο σηµείων µε συντε-
ταγµένες (t0, t1, t2) µε t0 = 0 και µε t1 + t2 = 1 και επιπλέον t1, t2 > 0
(γιατί ;)

Πρόταση 3.1. Το τρίγωνο 4(a0, a,a2) είναι το υποσύνολο

{t0a0 + t1a1 + t2a2, t0 + t1 + t2 = 1, t0, t1, t2 ≥ 0}
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του ΑΧ Xn.
Το τρίγωνο είναι κυρτό υποσύνολο, µε την έννοια ότι για οποιαδήποτε δύο

σηµεία του, περιλαµβάνει και το ευθύγραµµο τµήµα που τα συνδέει.

Απόδειξη. ΄Ασκηση. Εναλλακτικά, τί ϑα λέγατε για το ακόλουθο επιχείρηµα
από την Φυσική: αν στις τρεις κορυφές τοποθετήσουµε ϑετικές µάζες, µε
συνολική µάζα ένα, το κέντρο ϐάρους ϐρίσκεται εντός του τριγώνου !

Μπορούµε να δώσουµε τώρα µιά καθαρά αφινική απόδειξη ενός γνωστού
αποτελέσµατος της Γεωµετρίας :

Θεώρηµα 3.1. Οι τρεις διάµεσοι τυχόντος τριγώνου τέµνονται σε κοινό σηµείο.

Απόδειξη. Οι αφινικές εξισώσεις των διαµέσων είναι εύκολο να δοθούν : συν-
δέεουν κορυφή µε το µέσο της απένατντι πλευράς του τριγώνου. ΄Ετσι είναι οι
τρεις ευθείες

`0 = {(1− t)a0 + t(a1 + a2)/2, t ∈ R},

`1 = {(1− t)a1 + t(a0 + a2)/2, t ∈ R},

`2 = {(1− t)a2 + t(a0 + a1)/2, t ∈ R}.

Ας ϐρούµε την τοµή των δύο πρώτων (όπου αλλάζουµε το όνοµα της ϐαρυκε-
ντρικής συντεταγµένης της δεύτερης ευθείας). Ζητούµε τιµές των t, s ώστε να
έχουµε κοινό σηµείο :

(1− t)a0 + t(a1 + a2)/2 = (1− s)a1 + s(a0 + a2)/2.

Η εξίσωση δίνει τις ισότητες : (1 − t) = s/2, t/2 = 1 − s και t/2 = s/2,
που έχουν µοναδική λύση t = s = 2/3. Το κοινό σηµείο είναι ακριβώς το
(a0 + a1 + a2)/3. Αλλά το σηµείο αυτό ανήκει και στην τρίτη διάµεσο `2
(ϑέτοντας t = 2/3 στην αφινική µορφή της `2). Είναι προφανές ότι το σηεµείο
(a0 + a1 + a2)/3 είναι το κέντρο ϐάρους του τριγώνου αν ϑέσουµε από ένα
τρίτο της συνολικής µάζας σε κάθε κορυφή.

Η σύγκριση µε την συνθετική απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού (στο Σχή-
µα 3.7 η απόδειξη που δίνει το σχολικό ϐιβλίο Ευκλείδειας Γεωµετρίας) είναι
ενδιαφέρουσα. Τίθεται ίσως το ερώτηµα: µήπως µπορούµε να δείξουµε µε
παρόµοιο άµεσο τρόπο και άλλες ιδιότητες τριγώνων, π.χ. το κοινό σηµείο
των τριών καθέτων ή διχοτόµων ; Η απάντηση είναι ότι σαφώς και υπάρχουν
αναλυτικές αποδείξεις, αλλά δεν ανήκουν στο αντικείµενο της Αφινικής Γεω-
µετρίας, καθώς υπεισέρχονται έννοιες καθετότητας και γωνίας, οι οποίες προς
το παρόν δεν ανήκουν στο σύµπαν της αφινικής ϑεώρησης που αναπτύσσου-
µε. Γενικά, αφινικός (ή διανυσµατικός) χώρος είναι σύνολο όπου ορίζονται
αφινικοί (ή γραµµικοί) συνδυασµοί, αλλά τίποτε επιπλέον. Αργότερα, ϑα προ-
σθέσουµε στη δοµή αυτή και την έννοια του εσωτερικού γινοµένου, που ϑα µας
δώσει έννοιες µήκους, καθετότητας και γωνίας —αλλά αυτή ϑα είναι η ακριβώς
η Ευκλείδεια Γεωµετρία.
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Σχήµα 3.7: Συνθετική απόδειξη του ϑεωρήµατος ύπαρξης κοινού σηµείου
των διαµέσων τριγώνου (σελίδα από το ϐιβλίο Ευκλείδεια Γεωµετρία Α΄ και Β΄
Γενικού Λυκείου).
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3.3 Τα ϐασικά παραδείγµατα αφινικών χώρων

Πριν προχωρήσουµε στην περαιτέρω µελέτη των αφινικών χώρων και των α-
πεικονίσεών τους, καλό είναι να οργανώσουµε τις ϐασικές κατηγορίες παρα-
δειγµάτων όπου χρειαζόµαστε την έννοια του αφινικού, σε αντιδιαστολή µε
διανυσµατικού, χώρου.

1. ∆ιανυσµατικοί χώροι ως αφινικοί χώροι, µε τη µόνη διαφορά να είναι
στην αυθαίρετη επιλογή αφετηρίας. Ουσιαστικά πρόκειται για µετατο-
πίσεις ∆Χ. Θυµίζουµε ότι κάθε επιλογή αρχικού διανύσµατος v0 δίνει
1:1, επί απεικόνιση (bĳection) του ∆Χ V n µε τον εαυτό του, µέσω της
απεικόνισης v 7→ v0 + v.

2. Αφινικοί υποχώροι διανυσµατικού χώρου V N . Καθώς ο ορισµός αφινικής
ανεξαρτησίας µπορεί να εφαρµοστεί και για n+ 1 διανύσµατα

(v0,v1, . . . ,vn)

του ∆Χ V N (απαιτώντας τη γραµµική ανεξαρτησία των n διανυσµάτων
διαφοράς bi = vi−v0), ένας συνήθης τρόπος να πάρουµε αφινικό χώρο
διάστασης n είναι µε επιλογή n+ 1 αφινικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων.

Είναι σαφές ότι ο χώρος που παίρνουµε είναι παράλληλη µετατόπιση
του διανυσµατικού υποχώρου που ορίζεται ως το κανονικό ανάπτυγµα
span(b1, . . . ,bn) των διανυσµάτων διαφοράς, µε τα διανύσµατα αυτά να
δίνουν ϐάση του. Είναι επίσης σαφές ότι έχουµε

affspan(v0,v1, . . . ,vn) = v0 + span(b1, . . . ,bn).

Για παράδειγµα αν v0,v1 είναι δύο διακριτά, µη-µηδενικά διανύσµατα,
έχουµε ευθεία affspan(v0,v1) = v0 + span(b), όπου b = v1 − v0.
Η ευθεία αυτή δεν είναι γενικά διανυσµατικός υποχώρος (δεν περνά
από το 0), εκτός εάν τα διανύσµατα είναι συγγραµµικά. ∆ύο ευθείες
affspan(v0,v1), affspan(w0,w1) είναι παράλληλες εάν και µόνον εάν
τα διανύσµατα διαφοράς v1 − v0, w1 −w0 είναι συγγραµµικά (γιατί ;)

3. Σύνολα λύσεων γραµµικών συστηµάτων εξισώσεων. ΄Οπως έχουµε δει, η
δοµή του συνόλου λύσεων του συστήµατος Ax = y, y ∈ Rm, x ∈ Rn

(εφόσον είναι µη-κενό) είναι : xp + kerA, όπου xp είναι κάποια ειδική
λύση και kerA είναι ο πυρήνας του A (ο οποίος είναι πάντοτε υποχώρος
του χώρου Rn). ΄Εχουµε αµέσως αφινικό υποχώρο του Rn, δηλαδή
είµαστε ουσιαστικά στην προηγούµενη περίπτωση.

∆ύο ειδικές περιπτώσεις ϐρίσκουν πολλές εφαρµογές :

(αʹ) Παράλληλες µετατοπίσεις υποχώρων διάστασης N − 1,6 για παρά-
δειγµα το οριζόντιο επίπεδο του χώρου R3. Πιό γενικά, το σύνολο

6Τέτοιοι υποχώροι λέγονται συχνά υπερ-επίπεδα (hyperplanes) του ∆Χ.
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που ορίζεται στο RN από την εξίσωση xi = 1. Αυτή είναι η µορ-
ϕή µε την οποία εµφανίζονται οι αφινικοί χώροι στην Αλγεβρική
Γεωµετρία (έναν τεράστιο κλάδο των Μαθηµατικών που, δυστυχώς,
συναντά κανείς συνήθως σε µεταπτυχιακό επίπεδο για πρώτη ϕο-
ϱά.)

(ϐʹ) Στο Rn+1, το σύνολο που ορίζεται από τη µοναδική εξίσωση:
n∑
i=1

ti = 1.

Είναι υπο-επίπεδο του ∆Χ Rn+1.

4. Σύνολο συµπληρωµατικών ευθειών δοθέντος υοποχώρου ∆Χ. Εδώ έχουµε
επιτέλους κάτι που δεν έχουµε δει πριν ! Εννοούµε το εξής :

∆ίνεται στον Rn+1 υπερ-επίπεδο Un, π.χ. το xn+1 = 0. Είναι υποχώρος
του Rn+1 διάστασης n. Τώρα κάθε ευθεία L η οποία δεν περιέχεται στο
Un είναι συµπλήρωµα του Un, µε την έννοια ότι το άθροισµα Un + L
είναι ευθύ και δίνει όλο τον ∆Χ:

Un ⊕ L = Rn+1.

Θέλουµε να δώσουµε στο σύνολο τέτοιων ευθειών τη δοµή αφινικού χώ-
ϱου διάστασης n! Ο τρόπος είναι σχετικά απλός (και τον συναντάµε
στην Προβολική Γεωµετρία): καθώς κάθε τέτοια ευθεία τέµνει τον αφι-
νικό χώρο en+1 + Un (παράλληλη µετατόπιση του Un κάθετα κατά το
µοναδιαίο διάνυσµα ϐάσης en+1) σε µοναδικό σηµείο, έχουµε µία 1:1
και επί αντιστοίχιση µεταξύ τους (Σχήµα 3.8). Αποδεικνύεται ότι έτσι
δίνουµε στο σύνολο των συµπληρωµάτων του Un τη δοµή του αφινικού
χώρου en+1 + Un, που έχει διάσταση n.

0Un

L

Σχήµα 3.8: Το σύνολο των συµπληρωµατικών ευθειών του οριζόντιου επιπέδου
είναι αφινικός χώρος ίδιας διάστασης µε το επίπεδο.

Συµβολισµός : έχει επικρατήσει να γράφουµε An για αφινικό χώρο n διαστά-
σεων. Αν ϑέλουµε να ξεκαθαρίσουµε το σώµα k στο οποίο ορίζεται, γράφουµε
Ank . Η ϐασική περίπτωση είναι λοιπόν ο ΑΧ AnR.
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3.3.1 ΄Ενα λεπτοµερές παράδειγµα

Στον πραγµατικό χώρο ϑεωρούµε το σύνολο

P = {(x, y, z) ∈ R3 : αx+ βy + γz = δ},

για συντελεστές (α, β, γ) 6= (0, 0, 0). ΄Εχουµε προφανώς επίπεδο, το οποίο,
εφόσον δ 6= 0 είναι αφινικός, αλλά όχι διανυσµατικός υποχώρος. ΄Εχουµε
λοιπόν παράδειγµα της δεύτερης κατηγορίας. (Για ευκολία, σε κάθε χώρο
ϑεωρούµε ότι έχουµε την κανονική της ϐάση.)

Με όρους γραµµικών απεικονίσεων, το σύνολο αυτό είναι η αντίστροφη
εικόνα του δ ∈ R1 της γραµµικής απεικόνισης

R3 → R1, (x, y, z) 7→ αx+ βy + γz.

Γνωρίζουµε ότι έχουµε αφινικό χώρο δύο διαστάσεων, αλλά υπάρχουν πολλοί
τρόποι να δώσουµε δράση του R2 στο σύνολο αυτό :

P ×R2 → P : (x, y, z)→+
[
s
t

]
=?

Ως επιλογή πρώτου τρόπου, και αν υποθέσουµε ότι το επίπεδο δεν είναι οριζό-
ντιο, δηλαδή γ 6= 0,7 δοκιµάζουµε να στείλουµε

x 7→ x+ s, y 7→ y + t.

Αλλά τότε, για να έχουµε σηµείο του επιπέδου, η επιλογή του z 7→ z + u
πρέπει να είναι τέτοια ώστε

α(x+ s) + β(y + t) + γ(z + u) = δ,

οπότε : γu = −(αs+βt), δηλαδή u = −(αs+βt)/γ (καθώς υποθέσαµε ότι το
σηµείο (x, y, z) ∈ P.)

Η δράση είναι λοιπόν

P ×R2 → P : (x, y, z)→+
[
s
t

]
=

(
x+ s, y + t, z − (αx+ βy)

γ

)
.

Ποιά είναι η σχέση του τύπου αυτού µε τη ϑεωρία που έχουµε δώσει περί
λύσεων ΓΣΕ ; ∆εν είναι δύσκολή η ερµηνεία του. Το σηµείο (x, y, z) υποθέσαµε
ανήκει στο επίπεδο, οπότε παίζει το ϱόλο της ειδικής λύσης. Οι δύο ϐαθµοί
ελευθερίας ϑα πρέπει τότε να συνδέονται µε τη διάσταση του πυρήνα της
απεικόνισης. Αλλά εδώ έχουµε πράγµατι dim kerA = 2 καθώς πηγαίνουµε
από τρεις σε µία διάσταση και rankA = 1 (A είναι ο 1× 3 πίνακας (α, β, γ).)

7Παρόµοια δουλεύουµε αν άλλος συντελεστής είναι µη-µηδενικός, οπότε δεν έχουµε χάσει
γενικότητα.
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Μάλιστα, οι όροι µε το s και µε το t συνδέονται µε διανύσµατα ϐάσης του
πυρήνα ! Πράγµατι, στο οµογενές γραµµικό σύστηµα του αρχικού ΓΣΕ :

αx+ βy + γz = 0,

ϑέτοντας x = s αυθαίρετο και y = 0, έχουµε λύσεις για το z: z = −(αs)/γ.
Για δεύτερη, γραµµικά ανεξάρτητη λύση, ϑέτουµε x = 0 και y = t (αυθαίρετο),
οπότε z = −(βt)/γ. ΄Ετσι, ο πυρήνας είναι

kerA = span((1, 0,−α/γ), (0, 1,−β/γ)).

Για να δούµε ότι η παραπάνω δράση δεν είναι µοναδική, ϑεωρούµε δεύτερο
τρόπο8 να δράσει ο ∆Χ R2 στο επίπεδο P:

(x, y, z)→+
[
s
t

]
= (x+ sβ, y − sα+ tγ, z − tβ) .

Εάν το σηµείο (x, y, z) ανήκει στο P, επαληθεύεται ότι και το νέο σηµείο
ανήκει στο επίπεδο:

α(x+ sβ) + β(y − sα+ tγ) + γ(z − tβ) = αx+ βy + γz = δ.

3.4 Αφινικές απεικονίσεις

Τα πράγµατα είναι πολύ απλά: ακριβώς όπως ϑεωρήσαµε ϕυσικό να ορίσου-
µε γραµµικές απεικονίσεις για διανυσµατικούς χώρους ως συναρτήσεις που
¨διατηρούν¨ τους γραµµικούς συνδυασµούς, έτσι και για αφινικούς χώρους, ϑα
ξεχωρίσουµε ως ειδικές τις απεικονίσεις που διατηρούν τους αφινικούς συν-
δυασµούς —και ϑα τις ονοµάσουµε αφινικές απεικονίσεις!

8Εδώ υποθέσαµε ότι οι συντελεστές α, β, γ είναι όλοι µη-µηδενικοί. Προσαρµόζεται ϐέβαια
και σε περίπτωση που έχουµε κάποιον µηδενικό συντελεστή.


