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1. (αʹ) Το σύνολο των n × n αντιστρέψιµων πινάκων µε πραγµατικά στοιχεία αποτελεί
υποπολλαπλότητα του συνόλου όλων των πινάκων. Γιατί, και τί διάσταση έχει ;
(Συµβολίζεται µε GL(n,R).)
Θεωρούµε το υποσύνολό τουGL(n,R) των ορθογώνιων πινάκων, O(n,R), δηλαδή
πινάκων µε ATA = In. ∆είξτε ότι είναι συµπαγής υποπολλαπλότητα της GL(n,R).
Είναι συνεκτική ή όχι ;

(ϐʹ) ∆ώστε δοµή πολλαπλότητας στον προβολικό χώρο RP n (του συνόλου των ευθειών
στο Rn+1). Πώς µπορούµε να ορίσουµε διανυσµατικό πεδίο στον χώρο αυτό ;
∆ώστε ένα παράδειγµα ∆.Π. στον RP 2.

2. (αʹ) ∆είξτε ότι εάν δύο τετραγωνικοί πίνακες A,B ∈ Mn αντιµετατίθενται, AB = BA,
τότε eAteBt = e(A+B)t, για κάθε t ∈ R.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι κάθε τετραγωνικός πίνακας A είναι όµοιος µε το άθροισµα πινάκων S
και N , όπου S είναι διαγώνιος και N είναι µηδενοδύναµος πίνακας (Υπόδειξη :
προκύπτει από τη µορφή Jordan). Εποµένως, δείξτε ότι η εκθετική συνάρτηση του
A είναι όµοια µε την eSteNt και δώστε τη γενική µορφή των δύο αυτών εκθετικών
συναρτήσεων και εποµένως της eAt.

3. Γράψτε προσεκτικά την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Frobenius, ϐασισµένη στον τρόπο
που δώσαµε στο µάθηµα.

4. Επιχειρήµατα γενικότητας [δηλαδή ϑα υποθέτετε, κάθε ϕορά όπου χρειάζεται, ότι η τιµή
της συνάρτησης που ϑεωρείτε είναι κανονική. Οι διατυπώσεις περιλαµβάνουν λοιπόν
εκφράσεις όπως ῾῾γενικά᾿᾿, ῾῾τυπικά᾿᾿ κλπ µε ταυτόσηµη ερµηνεία.]

(αʹ) Τί σύνολο είναι, γενικά, το σύνολο των σηµείων όπου δύο τυπικά διανυσµατικά
πεδία στο χώρο R3 είναι γραµµικά εξαρτηµένα ;

(ϐʹ) Τί είναι, γενικά, το υποσύνολο του R3 όπου τρία γενικά διανυσµατικά πεδία είναι
γραµµικά ανεξάρτητα ;

(γʹ) Τί µπορείτε να πείτε για το σύνολο του R3 σηµείων όπου το ανάπτυγµα τεσσάρων
γενικών ∆.Π. είναι όλος ο εφαπτόµενος χώρος ;

(δʹ) Εφαρµόστε τα παραπάνω για την περίπτωση όπου ξεκινάµε µε δύο ∆.Π. X, Y ∈
X∞(R3), το τρίτο ∆.Π. είναι η αγκύλη τους [X, Y ] και το τέταρτο κάποια επανα-
λαµβανόµενη αγκύλη.

(εʹ) Τέλος, ϐρείτε συγκεκριµένα ∆.Π. για τα οποία ισχύουν όλα αυτά που ισχυριστή-
κατε στο προηγούµενο ερώτηµα.



5. Ισχυρισµός : η ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας στο 0 του ϐαθµωτού συστήµατος

ẋ = xk +O(k + 1)

µε k ≥ 1 κάποιον ακέραιο και O(k + 1) όρους ϐαθµού µεγαλύτερου του k εξαρτάται
µόνο από τον εκθέτη k. Αληθεύει ή όχι, και γιατί ;

6. (αʹ) ∆ίνονται ∆.Π. στο επίπεδο: X = ∂
∂x

, Y = f(x) ∂
∂y

, όπου η συνάρτηση f είναι C∞

και είναι µηδενική για x ≤ 0 και f(x) > 0 και γνήσια αύξουσα για x > 0. ∆ώστε
µιά τέτοια συνάρτηση. Περιγράψτε το προσβάσιµο σύνολο R(T ) από το αρχικό
σηµείο (−1, 0) εάν έχουµε διαθέσιµα µόνο τα ∆.Π. X και Y σε ϑετικό χρόνο.

(ϐʹ) Υπολογίστε την άλγεβρα Lie ελεγξιµότητας του συστήµατος. Εξηγήστε πώς συµβι-
ϐάζονται όλα τα παραπάνω µε το ϑεώρηµα των Sussman-Stefan;

7. Θεωρούµε το σύστηµα ελέγχου στο επίπεδο, όπου είναι διαθέσιµα δύο σταθερά ∆Π
X = ∂

∂x
+ 2 ∂

∂y
και Y = 2 ∂

∂x
+ ∂

∂y
και επιτρέπεται να προχωρούµε µε το ένα ή το άλλο

∆Π, ή µε τα αντίστροφά τους, δηλαδή µόνο µε τις ϱοές φX και φY των X και Y .

(αʹ) ∆είξτε ότι το προσβάσιµο σύνολο R(0, T ) των σηµείων που µπορούµε να ϕτάσουµε
σε χρόνο ≤ T από το αρχικό σηµείο 0 είναι το {x ∈ R2 : ||Bx||1 ≤ c}, όπου
||x||1 = |x| + |y| είναι η 1-νόρµα και B κατάλληλος 2 × 2 πίνακας. Βρείτε τον B
και τη σταθερά c.

(ϐʹ) Εάν τώρα περιορίσουµε τον χώρο κατάστασης στο κλειστό τετράγωνο µε κέντρο
το 0 και πλάτος 2 (δεν επιτρέπεται να ϐγούµε από αυτόν), δείξτε ότι κάθε σηµείο
του εσωτερικού του είναι προσβάσιµο, αλλά για κάποια σηµεία στο σύνορο, δεν
µπορούµε να ϕτάσουµε µε πεπερασµένο αριθµό αλλαγών ϱοής. Ποιά είναι τα
σηµεία αυτά ;

8. Εξετάστε το ακόλουθο πρόβληµα: δίνεται γραµµικό σύστηµα ẋ = Ax στο Rn, µε το 0
ασυµπτωτικά ευσταθές. Η απλούστερη µορφή υποψήφιας συνάρτησης Lyapunov για
το 0 είναι

V (x) =
1

2
xTQx,

µε Q = QT > 0 (ϑετικά ορισµένο, συµµετρικό.) Γιατί ;

∆είξτε ότι πάντα υπάρχει τέτοιος Q και µάλιστα µε dV
dt

= −xTPx, µε P επίσης ϑετικά
ορισµένο συµµετρικό πίνακα.

∆ώστε ένα (µη-διαγώνιο !) παράδειγµα στο R3.

9. Χαµιλτονιανά συστήµατα και σκεδασµός (dissipation) Ι

(αʹ) Με τη γραφική µέθοδο δώστε το πορτρέτο κίνησης στο επίπεδο του χαµιλτονιανού
συστήµατος µε χαµιλτονιανή H(x, p) = 1

2
p2 + U(x), όπου η δυναµική ενέργεια

είναι U(x) = x(x− 1)(2− x).
(ϐʹ) Εισάγουµε τώρα απώλειες ή σκεδασµό, προσθέτοντας τον όρο −αp στην εξίσωση

για το ṗ (µε α > 0 µικρό.) ∆είξτε ότι έχουµε ένα ασυµπτ. ευσταθές Σ.Ι. και
ϐρείτε συνάρτηση Lyapunov µε ϐάση τη συνολική ενέργεια H. ∆ώστε σχηµατικά
το πορτρέτο κίνησης και εξηγήστε τί γίνεται εάν εξέλθουµε από το πεδίο έλξης
(region of attraction) του σηµείου αυτού.



10. Χαµιλτονιανά συστήµατα και σκεδασµός (dissipation) ΙΙ

(αʹ) Θεωρούµε χαµιλτονιανό σύστηµα µε δύο ϐαθµούς ελευθερίας, δηλαδή µε χαµιλ-
τονιανή

H(x, y, p, q) =
1

2
(p2 + q2) + U(x, y).

Υποθέτουµε ότι το δυναµικό U είναι λεία συνάρτηση µε έναν πεπερασµένο αριθµό
κρίσιµων σηµείων, όλα µη-εκφυλισµένα. Οι χαµιλτονιανές εξισώσεις είναι

ẋ =
∂H

∂p
, ẏ =

∂H

∂q
, ṗ = −∂H

∂x
, q̇ = −∂H

∂y
.

Βρείτε όλα τα σηµεία ισορροπίας και εξηγήστε τη σχέση τους µε τα κρίσιµα σηµεία
του δυναµικού.

(ϐʹ) ∆ώστε τη γραµµικοποίηση του συστήµατος αυτού σε Σ.Ι. ∆είξτε ότι οι ιδιοτιµές του
πίνακα της γραµµικοποίησης έχουν την συµµετρία : εάν λ είναι ιδιοτιµή, τότε και
−λ είναι ιδιοτιµή. Τα µη-εκφυλισµένα κρίσιµα σηµεία του δυναµικού U µπορεί
να είναι τοπικά ελάχιστα, τοπικά µέγιστα ή σάγµατα (γιατί µόνο αυτά ;) Τί σηµεία
ισορροπίας δίνει ο κάθε τύπος ;

(γʹ) Εισάγουµε τώρα σκεδασµό, προσθέτοντας όρους στις δύο τελευταίες εξισώσεις ως
εξής : [

ṗ
q̇

]
= −D

[
p
q

]
−
[

∂H
∂x
∂H
∂y

]
,

όπου D = DT > 0 (ϑετικά ορισµένος 2 × 2 πίνακας.) Με χρήση κατάλληλης
συνάρτησης Lyapunov, δείξτε ότι κάθε ελάχιστο της U δίνει ασυµπτ. ευσταθές Σ.Ι.
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