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Βαθµός

1. (αʹ) ∆ώστε πέντε διανύσµατα στο χώρο R3 τέτοια ώστε κάθε επιλογή τριών από αυτά
να δίνει ϐάση. ∆είξτε ότι έχετε ϐάση για την επιλογή σας. Είναι δυνατόν να
υπάρχουν πέντε τέτοια διανύσµατα ώστε οι ϐάσεις που παίρνουµε να είναι όλες
ορθοκανονικές ;

(ϐʹ) ∆είξτε ότι τα διανύσµατα u = (cos θ cosφ, sin θ, cos θ sinφ) και v = (− sinφ, 0, cosφ)
είναι µοναδιαία και κάθετα µεταξύ τους (για οποιεσδήποτε τιµές των θ, φ). Βρείτε
την προβολή του διανύσµατος w = (3,−1, 2) στο ανάπτυγµά τους span(u,v).
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2. ∆ίνεται η συνάρτηση καµπυλότητας επίπεδης καµπύλης ρ(s):

κ(s) =
2s

3π
− 2, s ∈ [0, 6π].

∆ώστε προσεκτικά το γράφηµα της κ(s). Κάνετε πρόχειρο σχήµα της καµπύλης ρ(s)
(µε προσέγγιση ισοµετρίας ϕυσικά).

Η καµπύλη αυτή είναι C2 ή όχι ; Τέλος, ισχύουν ή όχι οι σχέσεις : dρ
ds
(0) = −dρ

ds
(3π)

και dρ
ds
(3π) = −dρ

ds
(6π); Εξηγήστε.
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3. (αʹ) ∆ώστε την µοναδική λύση των εξισώσεων Frenet-Serret µε σταθερή καµπυλότητα
κ = 1/3, µηδενική στρέψη σ = 0, αρχικό τρίεδρο Frenet το

t(0) = (1/
√
2, 0, 1/

√
2), n(0) = (−1/

√
2, 0, 1/

√
2),

b(0) = t(0)× n(0), και µε ρ(0) = (1, 2, 0).
(ϐʹ) Η έλικα r(t) = (R cos t, R sin t, vt) έχει σταθερή καµπυλότητα κ = R

R2+v2
και

στρέψη σ = v
R2+v2

(όπου R > 0, v 6= 0). Υπάρχουν άλλες καµπύλες µε τα ίδια κ
και σ;
Τέλος, αν κ = 1 και σ = 1, ϐρείτε την ακτίνα του κυλίνδρου R και την κάθετη
ταχύτητα v.
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