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Προαπαιτούµενα

Τα σηµεία του διανυσµατικού χώρου R3 είναι τριάδες (x, y, z). Εάν η επιλογή ϐάσης είναι η συνηθι-
σµένη, δηλαδή i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) και k = (0, 0, 1), τότε γράφουµε για σηµείο r ∈ R3,

r = x i+ y j+ z k =

 x
y
z

 ,
ως διάνυσµα στήλης — αλλά προσοχή: εάν επιλέξουµε διαφορετική ϐάση, τότε αλλάζει και το διάνυ-
σµα. ΄Ετσι, αν B = {b1,b2,b3} είναι ϐάση, τότε το ίδιο σηµείο είναι

r = ub1 + vb2 + wb3 =

 u
v
w


B

1. ∆είξτε ότι τα διανύσµατα b1 = (−1, 2, 0), b2 = (1,−3, 1) και b3 = (2, 2,−2) δίνουν ϐάση B
του R3. ΄Εχει τον ίδιο ή αντίθετο προσανατολισµό µε αυτόν της διατεταγµένης συνήθους ϐάσης
( i, j, k); Βρείτε τις συντεταγµένες του διανύσµατος v = (4, 5,−3) ως προς τη ϐάση αυτή.

2. Κινούµενες ϐάσεις: ΄Εστω ότι έχουµε µία C1 απεικόνιση f : D → E , µε D, E ανοικτά µη-
κενά υποσύνολα του Rn, η οποία είναι 1:1, επί και µε C1 αντίστροφη f−1 : E → D. Η
Ιακωβιανή παράγωγος Df(x) σε κάθε σηµείο του D είναι ο n × n πίνακας των παραγώγων
πρώτης τάξης. Καθώς έχουµε f−1f(x) = x, παραγωγίζοντας, έχουµε ότι ο Ιακωβιανός πίνακας
είναι αντιστρέψιµος, µε αντίστροφο τον (DF (x)))−1 = Df−1(y(x)), όπου y = f(x). Σε µία
διάσταση, αυτό δίνει τη γνωστή σχέση µεταξύ της παραγώγου συνάρτησης και της αντιστρόφου
της df−1

dy (y0) = 1/ df
dx(x0) (µε y0 = f(x0)).

∆είξτε ότι σε κάθε σηµείο του συνόλου E ορίζεται διατεταγµένη ϐάση του Rn ως οι n στήλες του
Ιακωβιανού πίνακα. Καθώς έχουµε ϐάση σε κάθε σηµείο και αυτή µεταβάλλεται γενικά, λέµε
ότι έχουµε κινούµενη ϐάση του Rn.

Εφαρµόστε την παραπάνω διαδικασία κια ϐρείτε την κινούµενη ϐάση που παίρνουµε από τον
ορισµό πολικών συντεταγµένων (r, θ) στο επίπεδο (χρειάζεται προσοχή στον ορισµό του πεδίου

ορισµού τους):
x = r cos θ, y = r sin θ.

Κάνετε σχήµα µε ενδεικτικά σηµεία του επιπέδου και τις αντίστοιχες ϐάσεις.

Στον ∆Χ R3 υπάρχουν πολλές επιλογές εσωτερικού γινοµένου. Το κανονικό εσωτερικό γινόµενο
δύο διανυσµάτων u = (x1, y1, z1) και v = (x2, y2, z2) γράφεται u · v και είναι το γνωστό

u · v = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Το γενικό εσωτερικό γινόµενο το γράφουµε µε αγκύλες : 〈u,v〉.



3. (αʹ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση

〈u,v〉 = 2x1x2 − x1y2 − x2y1 + 3y1y2 + 2y1z2 + 2z1y2 + 5z1z2

ορίζει εσωτερικό γινόµενο στο R3.

(ϐʹ) ∆ώστε τη συνάρτηση µέτρου που δίνει το γινόµενο αυτό. Βρείτε το µέτρο του διανύσµατος
(3, 3,−2) καθώς και την εξίσωση του επιπέδου που είναι κάθετο στο διάνυσµα αυτό, ως
προς τη συνάρτηση µέτρου που ϐρήκατε.

4. (αʹ) Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα  1 a a2

1 b b2

1 c c2


όπου a, b, c ∈ R και δείξτε εποµένως ότι για a, b, c διακριτές τιµές, τα τρία διανύσµατα
σειράς αποτελούν ϐάση του R3.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι τα διανύσµατα b1 = (1, 0, 0),b2 = (1, 1, 1), b3 = (1, 2, 4) δίνουν ϐάση του R3.
Εφαρµόστε τη µέθοδο ορθοκανονικοποίησης των Gram-Schmidt στην διατεταγµένη ϐάση
(b1,b2,b3) και κατόπιν την ίδια µέθοδο στη ϐάση µε διάταξη (b2,b1,b3).
Τί παρατηρείτε και γιατί ; ∆ώστε την εξίσωση του επιπέδου που είναι κάθετο στο ανάπτυγµα
span(b1,b2).

Καµπύλες στο χώρο και στο επίπεδο

6. ∆είξτε ότι εάν h1 : (a, b) → R και h2 : (a, b) → R είναι C2 συναρτήσεις στο µη-κενό διάστηµα
(a, b) ⊂ R, τότε η παραµέτρηση

(a, b)→ R3 : x 7→ r(x) = x i+ h1(x) j+ h2(x)k

δίνει κανονική καµπύλη. Εξηγήστε γιατί κάθε επίπεδο x = c, για c ∈ (a, b), τέµνει την καµπύλη
αυτή σε µοναδικό σηµείο.

∆είξτε ότι, αντίστροφα, εάν κάθε επίπεδο x =σταθ. τέµνει κανονική καµπύλη γ σε το πολύ ένα
σηµείο και την τέµνει εγκάρσια, τότε µπορεί να ορίσουµε συναρτήσεις h1, h2 όπως παραπάνω,
έτσι ώστε η καµπύλη να επιδέχεται παραµέτρηση µέσω τµήµατος του άξονα x, όπως µόλις
ορίσαµε.

7. Θα µελετήσουµε πότε ορίζεται καµπύλη µε τον πιό παραδοσιακό τρόπο ως η τοµή δύο ¨επιφα-
νειών¨. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο εξισώσεις για σηµεία του R3:

f1(x, y, z) = 0, f2(x, y, z) = 0.

Υποθέτουµε επιπλέον ότι το σύνολο των ¨λύσεων¨ των εξισώσεων αυτών είναι µη-κενό.

Θεωρούµε τον ιακωβιανό 2 × 3 πίνακα των πρώτων παραγώγων σε κάθε σηµείο του συνόλου
αυτού: [

∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

]
.

∆είξτε ότι εάν η ορίζουσα ενός 2×2 υπο-πίνακα (π.χ. των δύο πρώτων στηλών) είναι µη-µηδενική
στο σηµείο, τότε ορίζονται συναρτήσεις g1, g2 σε κάποιο διάστηµα τέτοιες ώστε η παραµέτρηση



π.χ. z 7→ (g1(z), g2(z), z) δίνει καµπύλη στο σύνολο λύσεων, δηλαδή τοπικά η τοµή των δύο
επιφανειών που ορίζουν οι εξισώσεις είναι καµπύλη. Εξηγήστε γιατί η συνθήκη αυτή είναι
ισοδύναµη µε την γραµµική ανεξαρτησία των διανυσµάτων κλίσης σε κάθε σηµείο τοµής. Βρείτε
εξισώσεις για το διανυσµατικό πεδίο ταχύτητας της καµπύλης αυτής.

8. ∆ίνεται παραβολή στο επίπεδο y = ax2, a 6= 0. Το γράφηµά της είναι κανονική καµπύλη.
Βρείτε τη συνάρτηση καµπυλότητας κ(x). ∆είξτε ότι η εφαπτόµενη ή προσεγγιστική παραβολή
για x = 0 ταυτίζεται µε την αρχική παραβολή και ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτόµενης προβολής
σε γενικό σηµείο. Για την τιµή a = 1, ϐρείτε τον εφαπτόµενο κύκλο στα σηµεία x = 0 και x = 1
και κάνετε τα σχήµατα. Τέλος, ϐρείτε όλα τα σηµεία τοµής του κύκλου για x = 1 µε την αρχική
καµπύλη/παραβολή.

9. ∆ώστε κανονικές παραµετρήσεις που να καλύπτουν την έλλειψη στο επίπεδο

x2 + 4y2 = 4.

Βρείτε τη συνάρτηση καµπυλότητας και τα σηµεία όπου έχει µέγιστες και ελάχιστες τιµές. Βρείτε
επίσης, και σχεδιάστε, τους εφαπτόµενους κύκλους στα σηµεία αυτά.

10. Θέλουµε να δείξουµε ότι οποιαδήποτε µη κενή τοµή σφαίρας µε επίπεδο που δεν εφάπτεται στη
σφαίρα είναι κύκλος.

(αʹ) Θεωρούµε την καµπύλη που ορίζεται ως η τοµή της σφαίρας x2 + y2 + z2 = 1 µε το
επίπεδο x + y − z = 1. Βρείτε την καµπύλη προβολής της τοµής και δώστε κανονική της
παραµέτρηση. ΄Ετσι, ανεβάστε την προβολή αυτή στο χώρο από την εξίσωση τπυ επιπέδου
και δώστε την καµπύλη r(t). ∆εν είναι σαφές ότι έχουµε κύκλο στο στάδιο αυτό, αν
και γνωρίζουµε ότι έχουµε επίπεδη καµπύλη, εκ κατασκευής. Εξηγήστε γιατί, για να
αποδείξουµε ότι είναι κύκλος, αρκεί να δείξουµε ότι η καµπυλότητά της είναι σταθερή.
Επαληθεύστε ότι αυτό ισχύει για την καµπύλη που ϐρήκατε.

(ϐʹ) Η δεύτερη, συντοµότερη και πιό ικανοποιητική µέθοδος, ϐασίζεται στο γεγονός ότι υπάρχει
περιστροφή που µετατρέπει οποιοδήποτε επίπεδο σε οριζόντιο επίπεδο z =σταθερό. Η
τοµή οριζόντιου επιπέδου z = c µε σφαίρα είναι προφανώς κύκλος, εφόσον |c| < 1:
x2 + y2 = 1− c2 είναι η προβολή, και ανεβαίνει σε κύκλο στο επίπεδο.
Βρείτε αλλαγή ϐάσεων που να αντιστοιχεί σε ορθογώνιο µετασχηµατισµό και που δίνει
εποµένως περιστροφή που στέλνει το επίπεδο x+ y − z = 1 σε επίπεδο z = c. Βρείτε το c
και εποµένως την ακτίνα του κύκλου τοµής.

11. Ορίζουµε καµπύλη στο χώρο R3

r(t) =

{
(1 + cos t) i+ sin t j, 0 ≤ t ≤ π
cos(t− π/2) j+ (1 + sin(t− π/2))k, π ≤ t ≤ 2π.

∆είξτε ότι έχουµε συνεκτική καµπύλη η οποία είναι C1 αλλά όχι C2 και κάνετε ένα πρόχειρο
σχήµα. ∆ώστε τον εφαπτόµενο κύκλο σε κάθε σηµείο της καµπύλης όπου είναι C2.

12. Θεωρούµε την καµπύλη (που έχουµε αναφέρει ότι λέγεται twisted cubic)

r(t) = t i+ t2 j+ t3 k, t ∈ R.

(αʹ) ∆είξτε ότι είναι κανονική, υπολογίστε τις συναρτήσεις καµπυλότητας κ(t) και στρέψης σ(t)
και δώστε τα γραφήµατά τους. Βρείτε το σηµείο µέγιστης καµπυλότητας.



(ϐʹ) ∆είξτε ότι το τρίεδρο Frenet στο t = 0 συµπίπτει µε την διατεταγµένη, ορθοκανονική ϐάση
( i, j, k). Εποµένως, δείξτε ότι η προσεγγιστική παραβολή στο t = 0 είναι ακριβώς η
παραβολή y = x2 στο οριζόντιο επίπεδο.

(γʹ) Το ανάπτυγµα Taylor της καµπύλης µε κέντρο το t = 0 συµπίπτει µε την αναλυτική µορφή
της —γιατί ; Θεωρούµε τώρα το ανάπτυγµα Taylor για την καµπύλη ως προς τη ϕυσική
παράµετρο, µε κέντρο το s = 0, που αντιστοιχεί στο t = 0, µε όρους µέχρι και κυβικούς :

ρ(s) ' ρ(0) +
dρ

ds
(0)s+

1

2

d2ρ

ds2
(0)s2 +

1

6

d3ρ

ds3
(0)s3.

Βασιζόµενοι στη ϑεωρία και στους υπολογισµούς που έχετε κάνει, και παρατηρώντας ότι
d2ρ
ds2

= κ(s)n(s), δώστε το κυβικό ανάπτυγµα Taylor για την ρ(s) ως προς την συνήθη ϐάση,
δηλαδή

ρ(s) ' a(s) i+ b(s) j+ c(s)k.

για κατάλληλα πολυώνυµα a(s), b(s), c(s). Συγκρίνετε τα δύο αναπτύγµατα.
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