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1. ∆ώστε όλους τους χώρους κάλυψης του τόρου T 2 (µε προσέγγιση ισοδυναµίας ϕυσικά) και δώστε
κάποιος χώρους κάλυψης του χώρου S2 ∨ S1 (ένα κοινό σηµείο).

2. Αποφασίστε εάν οι παρακάτω απεικονίσεις έχουν ανύψωση στον αντίστοιχο χώρο κάλυψης

(αʹ) Η S1 → S1, z 7→ z5, για τον καθολικό ΧΚ R→ S1.

(ϐʹ) Ο εγκλεισµός του RP 2 → RP 3 για τον ΧΚ S3 → RP 3.

3. (αʹ) ∆ώστε (῾῾µε δικά σας λόγια᾿᾿) την απόδειξη του παρακάτω αποτελέσµατος :

Θεώρηµα. Εάν X̃
p−→ X είναι χώρος κάλυψης, ϑεωρούµε το διακριτό σύνολο p−1(x0), δηλ.

την ίνα πάνω από το x0 ∈ X. Τότε

i. Η ϑεµελιώδης οµάδα π1(X,x0) έχει µεταβατική δράση πάνω στην ίνα. Πιό αναλυτικά:
κάθε στοιχείο της οµάδας, µε ανύψωση, δίνει τελικό σηµείο στην ίνα και µε τον τρόπο
αυτό παίρνουµε όλα τα σηµεία της ίνας και έχουµε δράση οµάδας.

ii. Εάν x̃0 είναι τυχαίο σηµείο της ίνας, τότε τα στοιχεά της π1(X,x0) που αφήνουν αναλ-
λοίωτο το x̃0 είναι ακριβώς τα στοιχεία της υπο-οµάδας p∗π1(X̃, x̃0).

iii. ΄Εχουµε έτσι τελικά ότι

card (p−1(x0)) = [π1(X,x0) : p∗π1(X̃, x̃0)].

(ϐʹ) ∆είξτε ότι εάν X̃ → X είναι ΧΚ µε p στρώµατα, όπου p πρώτος και επιπλέον ο X̃ είναι
απλά συνεκτικός, τότε π1(X) = Z/pZ.

4. Θεωρούµε αλυσιδωτό σύµπλοκο V∗ διανυσµατικών χώρων πεπερασµένης διάστασης (αντί πεπερ.
παραγόµενων αβελιανών οµάδων —το αποτέλεσµα γενικεύεται, αλλά η περίπτωση που δίνουµε
είναι πιο απλή και άµεση),

0 −→ V1
T1−→ V2

T2−→ . . .
Tn−2−−−→ Vn−1

Tn−1−−−→ Vn −→ 0.

΄Εχουµε δηλαδή Ti+1 ◦ Ti = 0. Ορίζουµε ως συνήθως οµολογία Hi σε κάθε i (i = 1, . . . , n) ως
το πηλίκο kerTi/imTi−1. ∆είξτε ότι έχουµε∑

i

(−1)i dimHi(V∗) =
∑
i

(−1)i dimVi.

5. Εξηγήστε γιατί µπορούµε να ῾῾σπάσουµε᾿᾿ κάθε µακρά ακριβή ακολουθία (µ.α.α) σε µία σειρά
από ϐραχείες ακριβείς ακολουθίες (ϐ.α.α.) ως εξής : από την µ.α.α.

. . .
fn+2−−−→ Cn+1

fn+1−−−→ Cn
fn−→ Cn−1

fn−1−−−→ . . .

έχουµε, για κάθε n, ϐ.α.α.



0→ Cn+1/ im fn+2
fn+1−−−→ Cn

fn−→ im fn → 0. (1)

Τί µορφή έχουµε αν το σύµπλοκο αρχίζει από το 0: 0→ Cm → Cm−1 → . . . στο σηµείο m;

6. ∆ώστε το υπόλοιπο της απόδειξης ότι ϐραχεία ακριβής ακολουθία αλυσιδωτών συµπλόκων δίνει
µακρά ακριβή ακολουθία σε οµολογία. (Θεωρούµε δεδοµένο τον ορισµό του συνεκτικού οµοµορ-
ϕισµού και χρειάζεται µόνο να δείξετε την ακρίβεια σε κάθε σηµείο.)

7. ∆είξτε ότι εάν ο υποχώρος A τουX είναι παραµορφωτική σύµπτυξή του, τότε η σχετική οµολογία
H∗(X,A) = 0.

8. Υπολογίστε την ιδιάζουσα οµολογίαH∗ του τόρου T 2 και της ϕιάλης KleinK2 από την ακολουθία
Mayer-Vietoris. (Για την K2 πάρετε κάθετη τοµή σε δύο συµµετρικά κοµµάτια, όπως υποδείξαµε
στο µάθηµα.)

9. Υπολογίστε τη σχετική ιδιάζουσα οµολογία των Ϲευγών (X,A):

(αʹ) X = Sn = {x21 + . . .+ x2n = 1} ⊂ Rn+1, και

i. A = πεπερ. αριθµός διακριτών σηµείων,
ii. A = Sn−1 ο ισηµερινός (δηλ. η σφαίρα xn+1 = 0).

(ϐʹ) X = T 2, ο τόρος και A = πεπερ. αριθµός διακριτών σηµείων.

(γʹ) X = Σ2, επιφάνεια γένους δύο και A ο κύκλος του παρακάτω σχήµατος.
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