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Αλλαγή ϐάσης σε ΑΧ

1. Στο αφινικό επίπεδο 2x + y + 3z = 6 δώστε την αλλαγή ϐάσης από την αφινική ϐά-

ση {(3, 0, 0), (0, 6, 0), (0, 0, 2)} στην {(−1, 5, 1), (0, 3, 1), (2, 2, 0)} Επαληθεύστε και ότι η

δεύτερη τριάδα σηµείων δίνει πράγµατι ϐάση.

2. Σε αφινικό επίπεδο A2
έχουµε ϐάση (a0, a1, a2). Βρείτε τιµές της παραµέτρου k για τις

οποίες τα τρία σηµεία

a′0 = (a1 + 2a2)/3, a
′
1 = (−a0 + 3a1)/2, a

′
2 = (a0 + ka2)/(1 + k)

δεν ορίζουν αλλαγή ϐάσης. ∆ώστε την αλλαγή ϐάσης όταν υπάρχει.

Τετραγωνικές καµπύλες

Θεωρούµε τετραγωνικά πολυώνυµα σε δύο µεταβλητές :

q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = [x, y]
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Ορίζοντας συµµετρικό πίνακα
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x =

[
x
y

]
, b =

[
d
e

]
,

έχουµε την πιο συµπαγή µορφή

q(x, y) = xTAx+ 2bTx+ f.

Για την εφαρµογή των κριτηρίων ταξινόµησης, ϑα χρειαστούµε και τον επαυξηµένο πίνακα
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3. Για κάθε µία από τις παρακάτω τετραγωνικές εξισώσεις q(x, y) = 0, δώστε τους πίνακες

A και Ã και το διάνυσµα b και εποµένως, υπολογίζοντας τις ορίζουσες των A, Ã,

αναγνωρίστε τις τετραγωνικές καµπύλες που προκύπτουν. ∆ώστε την αφινική κανονική

τους µορφή.

(αʹ) 3y2 + 4xy − 2x+ 5y + 1 = 0

(ϐʹ) x2 − 4xy + 4y2 + 3x− 4y = 0

(γʹ) 3y2 + 4xy + 2x2 − 2x+ 5y + 1 = 0

(δʹ) −8x2 + 3y2 − 10xy + 14x− 3 = 0

(εʹ) 3y2 + 4xy + 2x2 − 2x+ 5y + 15 = 0

4. Για κάθε µία από τις παραπάνω καµπύλες, ϐρείτε διάνυσµα x0 (εάν υπάρχει), ώστε να

έχουµε τη µορφή

q(x, y) = (x− x0)
TA(x− x0) + f̃ = 0,

δηλαδή να απαλείφονται οι γραµµικοί όροι. Κατόπιν, ϐρείτε τις ιδιοτιµές και ορθοκα-

νονικά ιδιοδιανύσµατα του A και εποµένως, δώστε τον αφινικό µετασχηµατισµό που

µετατρέπει το τετραγωνικό πολυώνυµο στην αφινική κανονική του µορφή.

Προβολική Γεωµετρία

Ο ορισµός του προβολικού χώρου που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι ως εξής : ο RP 2
ορίζεται

ως το σύνολο µε στοιχεία τις κλάσεις ισοδυναµίας στο R3 − {0} για την σχέση ισοδυναµίας :

(X, Y, Z) ∼ (X ′, Y ′, Z ′)⇐⇒ ∃k ∈ R, k 6= 0 : X ′ = kX, Y ′ = kY, Z ′ = kZ.

΄Ενα στοιχείο του RP 2
είναι λοιπόν µιά ευθεία που περνά από το 0 αλλά δεν περιλαµβάνουµε

το µηδενικό του διάνυσµα.Γράφουµε [X : Y : Z] για την κλάση ισοδυναµίας των σηµείων

της που ονοµάζουµε οµογενείς του συντεταγµένες. Αντίστοιχα ορίζεται και ο χώρος RP 1
στο

τρυπηµένο επίπεδο R2 − {0}.

5. Θεωρούµε τέσσερα διακριτά ῾῾σηµεία᾿᾿ του προβολικού χώρου RP 1
, δηλαδή τέσσερις

διακριτές ευθείες στο επίπεδο R2
. Θεωρούµε µη-µηδενικά διανύσµατα vi i = 1, 2, 3, 4,

ένα για κάθε ευθεία. ∆είξτε ότι µπορούµε να επιλέξουµε τα σηµεία αυτά έτσι ώστε

v3 = v1 + v2 και v4 = v1 + kv2,

για κάποια σταθερά k.

6. Στον χώρο R3 − {0} ϑεωρούµε τους γεωµετρικούς τόπους που όρίζουν οι τετραγωνικές

µορφές στις οµογενείς συντεταγµένες [X : Y : Z] του προβολικού χώρου RP 2

(i) 2X2 − 3XY − Y 2 + 5XZ − 2Y Z = 0, (ii) X2 +XY + 3Y 2 −XZ − 2Z2 = 0,

(iii) X2 − Y 2 − 3Z2 + 2XZ + 4Y Z = 0.

Περιγράψτε τί δίνει η κάθε µορφή. Υπολογίστε τις ιδιοτιµές του 3 × 3 πίνακα και µε

χρήση λογισµικού κάνετε τα σχήµατα.

Βρείτε τις καµπύλες στο αφινικό επίπεδο A2 = {Z = 1} του προβολικού χώρου που

αντιστοιχούν στις µορφές αυτές.



7. ∆ώστε τα οµογενή πολυώνυµα που αντιστοιχούν στα µη-οµογενή πολυώνυµα της ά-

σκησης 3 και αναγνωρίστε τον τόπο που ορίζουν στο R3 − {0}. Οι καµπύλες που

είχαµε στην προηγούµενη ενότητα είναι οι τοµές µε το αφινικό επίπεδο A2 ⊂ RP 2

που αντιστοιχεί σε οµογενείς συντεταγµένες µε Z = 1. Τί καµπύλες προκύπτουν εάν

ϑεωρήσουµε την τοµή µε το αφινικό επίπεδο Y = 1;

Ευκλείδειοι ∆Χ και ΑΧ

Στο ∆Χ R2
, ϑα γράφουµε x = (x1, x2), y = (y1, y2) κ.ο.κ. για σηµεία x,y ως προς δοθείσα

ϐάση.

8. Ποιές από τις παρακάτω διγραµµικές, συµµετρικές συναρτήσεις f(x,y) ορίζουν εσωτε-

ϱικό γινόµενο ;

(αʹ) f = 2x1y1 − 3x1y2 − 3x2y1 + 3x2y2

(ϐʹ) f = 3x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 4x2y2

∆ώστε τη συνάρτηση µέτρου που ορίζεται (όταν ορίζεται). Περιγράψτε τις καµπύλες

f(x,x) = σταθερό και στις δύο περιπτώσεις.

9. Σε ποιό εσωτερικό γινόµενο αντιστοιχεί η τετραγωνική µορφή

q(x1, x2) = 4x2
1 − 6x1x2 + 5x2

2

Βρείτε τις καµπύλες σταθερού µέτρου.

∆ώστε διάνυσµα κάθετο στο (−2, 3) ως προς το εσωτερικό αυτό γινόµενο. Βρείτε επίσης

τη γωνία µεταξύ του (−2, 3) και του (1, 2).

10. Ξεκινώντας από την διατεταγµένη ϐάση

b1 = (1, 2, 0), b2 = (−2, 1, 1), b3 = (3, 0, 1)

του R3
, ϐρείτε ορθοκανονική ϐάση E = (e1, e2, e3) τέτοια ώστε

span(e1) = span(b1), και span(e1, e2) = span(b1, b2).
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