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Αναλυτικη Γεωµετρια Ι
∆εύτερη Εργασία: Αφινικοί Χώροι Ι

Στην εργασία αυτή, να χρησιµοποιήσετε αποκλειστικά µεθόδους της Αφινικής Γεωµετρίας.

Θυµίζουµε τον συµβολισµό για το αφινικό ανάπτυγµα, το σύνολο όλων των αφινικών συνδυα-

σµών m σηµείων χώρου Xn
,

affspan(a1, a2, . . . , am) =

{
m∑
i=1

tiai, ti ∈ R,
m∑
i=1

ti = 1

}
.

΄Ετσι, π.χ. σε αφινικό χώρο Xn
, για a0 6= a1 το affspan(a0, a1) = `(a0, a1), η ευθεία που

ορίζουν.

Στα µαθήµατα είδαµε ότι στο χώρο R3
(µε την κανονική του ϐάση), η γενική µορφή

επιπέδου, ως αφινικού χώρου δύο διαστάσεων, είναι

αx+ βy + γz = δ,

µε (α, β, γ) 6= (0, 0, 0). Ονοµάζουµε αναλυτική τη µορφή αυτή, για να τη διακρίνουµε από

την αφινική και την παραµετρική µορφή, affspan(a0, a1, a2) και a0 + span(b1,b2) αντίστοιχα.

1. ∆είξτε ότι έχουµε διανυσµατικό υποχώρο εάν και µόνο εάν δ = 0.

2. ∆ίνονται τρία επίπεδα στο R3
, µε τις παρακάτω εξισώσεις :

P1 : −x+ z = 3, P2 : x− 4y + 3z = 9, P3 : y = −2,

(αʹ) ∆ώστε από µία δράση του διανυσµατικού χώρου R2
στο επίπεδο.

(ϐʹ) ∆ώστε από µία αφινική ϐάση της µορφής (a0, a1, a2) και την αντίστοιχη ϐάση

(a0,b1b2).

(γʹ) Βρείτε αντιστρέψιµη αφινική απεικόνιση που να στέλνει το P1 στο P2 και µία

άλλη που να στέλνει το P2 στο P3. ∆ώστε τη σύνθεση των δύο και δείξτε ότι είναι

πράγµατι απεικόνιση από το P1 στο P3. Υπολογίστε την αντίστροφη εικόνα του

σηµείου (1,−2, 3) ∈ P3.

3. ΣτοR3
, δίνεται το αφινικό επίπεδο affspan((2, 1, 0), (0, 2, 3), (1, 2, 6)) και η παραµετρική

οικογένεια ευθειών

`k((2, 0, 1), (0, 1, k)).

Βρείτε, αν υπάρχει, τιµή της σταθεράς k ώστε η ευθεία να είναι παράλληλη στο επίπεδο.



4. Σε αφινικό χώρο X3
µε ϐάση (a0,b1,b2,b3), δίνονται τρία αφινικά ανεξάρτητα σηµεία

p, q, r µε αφινικές συντεταγµένες

p = (p1, p2, p3), q = (q1, q2, q3), r = (r1, r2, r3).

∆είξτε ότι ένα σηµείο x = (x1, x2, x3) του X3
ανήκει στο επίπεδο που ορίζουν τα τρία

σηµεία εάν και µόνο εάν

det


x1 x2 x3 1
p1 p2 p3 1
q1 q2 q3 1
r1 r2 r3 1

 = 0

Είδαµε ότι στο αφινικό επίπεδο κάθε τρίγωνο είναι αφινικά ισοδύναµο µε οποιοδήπο-

τε άλλο (ως τρίγωνο εννοούµε το γεωµετρικό σχήµα που ορίζουν τρία αφινικά ανεξάρτητα

σηµεία. Για έµφαση, λέµε ότι έχουµε µη-εκφυλισµένο τρίγωνο).

5. ∆είξτε ότι υπάρχουν έξι διαφορετικοί αφινικοί µετασχηµατισµοί που στέλνουν το πρώτο

τρίγωνο στο δεύτερο.

6. ∆είξτε ότι τα τρίγωνα µε κορυφές τα σηµεία (1, 2) , (0, 3) και (−2, 0) το τρίγωνο µε

κορυφές τα σηµεία (2, 1), (−1, 2) και (−1,−1) είναι µη-εκφυλισµένα. ∆ώστε έναν από

τους αφινικούς µετασχηµατισµούς που στέλνουν το πρώτο τρίγωνο στο δεύτερο.

7. Θεωρούµε τώρα τετράπλευρα, δηλαδή τέσσερα σηµεία, κάθε τρία από τα οποία δεν είναι

συνευθειακά. Εάν ϑεωρήσουµε διατεταγµένη τετράδα σηµείων, (c0, c1, c2, c3), δώστε

συνθήκες ώστε το τετράπλευρο να είναι κυρτό, δηλαδή να κείται στο ένα από τα δύο

ηµιεπίπεδα στα οποία χωρίζει το αφινικό επίπεδο η κάθε πλευρά.

8. Εάν τώρα έχουµε δύο τετράπλευρα, υπάρχει, γενικά, αφινικός µετασχηµατισµός που

να στέλνει το ένα τετράπλευρο στο άλλο ; Εξηγήστε προσεκτικά.

9. Τί γίνεται στην περίπτωση που το τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο ; ∆ώστε ένα

παράδειγµα.

Συνεχίζουµε ϑεωρώντας τους διάφορους τρόπων ορισµού ευθειών σε αφινικό χώρο.

10. Πολλές ϕορές δίνεται ευθεία σε αφινικό χώρο X3
µέσω δύο εξισώσεων, δηλαδή λέµε

παραδείγµατος χάρην, έστω η ευθεία

x1 − x2 + x3 = 2, 2x1 − x3 = 1.

Εξηγήστε την ερµηνεία της διατύπωσης αυτής, συνδέστε την µε τον ορισµό µέσω αφινι-

κού αναπτύγµατος και ϐρείτε την ευθεία του παραδείγµατος.

11. ΄Ενας άλλος παραδοσιακός τρόπος να δοθεί ευθεία σε χώρο A3
είναι ως το σύνολο που

ικανοποιεί
x1 − c1
α

=
x2 − c2
β

=
x3 − c3
γ

.

Εξετάστε κριτικά τον τρόπο αυτό (ισχύει γενικά ;) και συνδέστε τον µε τους άλλους

τρόπους ορισµού ευθείας σε χώρο, τον παραµετρικό και τον αναλυτικό.



12. Ενθαρρυµένοι από τα παραπάνω, κάνουµε απόπειρα να ορίσουµε ευθεία σε χώρο τεσ-

σάρων διαστάσεων µέσω τριών εξισώσεων. Εξηγήστε τις αδυναµίες του ορισµού αυτού.

13. Οι εξισώσεις στο A4
:

x1 + 3x2 − 2x3 + 5x4 = 2
2x1 + x2 + x3 + x4 = 4

−x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 = 3.

δίνουν ορισµό ευθείας ή όχι ;

Με ποιόν τρόπο µπορούµε να αλλάξουµε λίγο ένα µόνο στοιχείο έτσι ώστε να έχουµε

ευθεία ;
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