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1. ∆ιαβάστε τις σηµειώσεις πάνω στη ∆ιανυσµατική Ανάλυση και απαντήστε σε όλες τις
ερωτήσεις που ϐρίσκονται µέσα στο κείµενο (υπάρχουν οκτώ τέτοια ερωτήµατα, µε
πλάγια γραµµατοσειρά, σε παρενθέσεις).

2. Σε µία κατηγορία C εάν ένας µορφισµός f ∈ Mor (A,B) έχει αριστερό αντίστροφο
δηλαδή g ∈ Mor (B,A) µε g ◦ f = idA και δεξί αντίστροφο h ∈ Mor (B,A) (µε f ◦ h =
idB), τότε g = h.

∆είξτε επίσης ότι ο ταυτοτικός idA σε κάθε Mor (A,A) της κατηγορίας C είναι µοναδικός.

3. ∆είξτε ότι εάν M είναι µονοειδές (ορίζεται δηλαδή προσεταιριστική πράξη και υπάρχει
µοναδιαίο στοιχείο), τότε µπορούµε να ορίσουµε κατηγορία C µε Ob σύνολο µε ένα
στοιχείο, ας το πούµε ∗, µορφισµούς Mor (∗, ∗) = M και ¨σύνθεση¨ ϐελών το γινόµενο
στο M . ΄Ετσι ϐλέπουµε πάλι ότι οι µορφισµοί µίας κατηγορίας δεν είνα απαραίτητα
συναρτήσεις.

4. Υπολογίστε τη χαρακτηριστική του Euler της σφαίρας, του τόρου, του προβολικού επιπ-
πέδου και της ϕιάλης του Klein. Από την ϑεώρηµα ταξινόµησης συµπαγών επιφανειών,
η επιφάνεια Σg παράγεται από την ταύτιση των πλευρών κανονικού πολυγώνου µε 2g
πλευρές µε τον εξής τρόπο (παίρνουµε µε τη σειρά τις πλευρές):
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g , π.χ. για τον τόρο: aba−1b−1.

(Συµβουλευτείτε το πρώτο κεφάλαιο του ϐιβλίου του Massey για λεπτοµέρειες.) ∆είξτε
ότι εποµένως χ(Σg) = 2− 2g.

5. ∆είξτε ότι εάν, µε X Τ.Χ., η συνεχής απεικόνιση f : X → Sn (n ≥ 1) δεν είναι επί, τότε
η f είναι οµοτοπική µε τη σταθερή συνάρτηση.



6. Θεωρώντας γνωστά τα αποτελέσµατα των παραδόσεων, συνοψίστε τα αποδεικνύοντας το
ϑεώρηµα:

Θεώρηµα: Υπάρχει παντού µη-µηδενικό διανυσµατικό πεδίο στη σφαίρα Sn εάν και
µόνον εάν το n είναι περιττό.

7. ∆είξτε ότι :

(αʹ) Το επίπεδο µείον πεπερασµένο αριθµό διακριτών σηµείων έχει ως παραµορφωτικό
σύµπτυγµα ένα ¨µπουκέτο¨ κύκλων, δηλαδή κύκλους µε ένα κοινό σηµείο.

(ϐʹ) Ο χώροςR3 µείον η ευθεία {(0, 0, z) : z ∈ R} έχει τον οµοτοπικό τύπο του κύκλου
S1. Γενικότερα, για m < n, ο χώρος Rn −Rm έχει τον τύπο οµοτοπίας σφαίρας
Sn−m−1.

(γʹ) Ο τόρος T 2 µείον ένα σηµείο του έχει τον τύπο οµοτοπίας µπουκέτου δύο κύκλων.

(δʹ) Η ταινία του Möbius έχει τον τύπο οµοτοπίας του κύκλου, αλλά δεν είναι οµοιό-
µορφος µε το γινόµενο S1 × [0, 1].
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