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Βαθµός

1. Θεωρούµε την κανονική επιφάνεια Σ του γραφήµατος της συνάρτησης z = xy.

(αʹ) Υπολογίστε το κάθετο µοναδιαίο διανυσµατικό πεδίο n(x, y) της επιφάνειας Σ.

(ϐʹ) ∆ώστε τους πίνακες Q(x, y) και P (x, y) της πρώτης και δεύτερης ϑεµελιώδους
µορφής και εποµένως ϐρείτε τη συνάρτηση καµπυλότητας GaussK(x, y). ∆είξτε
ότι υπάρχει µοναδικό σηµείο ελάχιστης καµπυλότητας και ϐρείτε τις καµπύλες
σταθερής καµπυλότητας στο επίπεδο xy.

(γʹ) Θεωρούµε τις επίπεδες καµπύλες γ(θ) τοµής της Σ µε κάθετα επίπεδα, τα οποία
διέρχονται από το (0, 0, 0) και είναι σε γωνία θ µε τον ϑετικό άξονα x. Βρεί-
τε την µέγιστη και ελάχιστη καµπυλότητα των γ(θ) στο σηµείο (0, 0, 0) και τις
αντίστοιχες τιµές της θ. Bonus: ∆είξτε ότι, µε εξαίρεση δύο γωνιών, για όλες
τις υπόλοιπες, το πεδίο n για (x, y) 6= (0, 0) δεν ανήκει στο επίπεδο τοµής και
εποµένως το κάθετο πεδίο της καµπύλης τοµής δεν είναι συνευθειακό µε το n.

(5)

2. ∆ίνεται επιφάνεια Σ και σηµείο της r ∈ Σ όπου οι πρωτεύουσες καµπυλότητες
είναι κ1 6= κ2. Εάν e1, e2 είναι οι αντίστοιχες πρωτεύουσες κατευθύνσεις, ϐρείτε
τις κατευθύνσεις όπου η καµπυλότητα παίρνει την τιµή κ1
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4
. Εάν υποθέσουµε

επιπλέον ότι κ1 > 0 > κ2, δώστε τις ασυµπτωτικές κατευθύνσεις στο σηµείο r.

(3)

3. ΄Εστω (x(t), z(t)) κανονική παραµέτρηση καµπύλης στο επίπεδο {y = 0} ⊂ R3, µε
x(t) > 0 ∀t. ∆είξτε ότι περιστροφή γύρω από τον κάθετο άξονα z δίνει κανονική
επιφάνεια. ∆είξτε επίσης ότι σε κάθε σηµείο όπου ż(t) 6= 0, η κάθετη ευθεία στην
επιφάνεια τέµνει τον άξονα z.
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