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Τρίτη Εργασία: Επιφάνειες Ι

[Η εργασία έχει λίγα ϑέµατα, τα οποία όµως αναλύει µε λίγο µεγαλύτερο ϐάθος από απλές ασκήσεις. Μελε-

τήστε κάθε ϑέµα προσεκτικά —κύριος οδηγός είναι οι σηµειώσεις του µαθήµατος. ΄Οπως και οι προηγούµενες,

και αυτή η εργασία απαιτεί τη χρήση υπολογιστή για να γίνουν γραφήµατα επιφανειών και συναρτήσεων.]

1. Η συνάρτηση z = x2−y2, (x, y) ∈ R2
, (όπως όλες οι λείες συναρτήσεις) δίνει κανονική παραµέ-

τρηση επιφάνειας και το γράφηµα της είναι η σαγµατική επιφάνεια. ∆ώστε το σχήµα. Θεωρούµε

τώρα παραµετρήσεις :

(αʹ) Για (u, v) ∈ R2
,

r(u, v) =

 u+ v
u− v
4uv

 .
(ϐʹ) Για (u, v) ∈ R2 − {u = 0},

r(u, v) =

 u cosh(v)
u sinh(v)

u2

 .
∆είξτε ότι είναι και οι δύο κανονικές.

Θεωρώντας τις δύο πρώτες συναρτήσεις, x = f(u, v), y = g(u, v), κάθε µίας ώς απεικονίσεις από

υποσύνολο του επιπέδου στο επίπεδο, δείξτε ότι έχουµε διαφοροµορφισµό από το κάθε πεδίο

ορισµού στην εικόνα του (δηλαδή αλλαγή συντεταγµένων).

∆είξτε ότι και οι δύο δίνουν παραµετρήσεις της σαγµατικής επιφάνειας και δώστε, σε κάθε

περίπτωση, το τµήµα του γραφήµατος που καλύπτουν.

2. Ελλειψοειδές: Θεωρούµε γενικό ελλειψοειδές µε εξίσωση(x
a

)2
+
(y
b

)2
+
(z
c

)2
= 1, a > b > c > 0.

Επαληθεύστε ότι επιτρέπει παραµέτρηση

r(θ, φ) =

 a sin θ cosφ
b sin θ sinφ
c cos θ

 , (θ, φ) ∈ (0, π)× (0, 2π).

Υπολογίστε τα εφαπτόµενα διανυσµατικά πεδία rθ, rφ και το κάθετο πεδίο rθ × rφ. Είναι τα

rθ, rφ, και εποµένως οι µεσηµβρινοί και παράλληλοι του ελλειψοειδούς κάθετοι µεταξύ τους ;

Σε ποιά σηµεία είναι κάθετα ;

Επαληθεύστε ότι το πεδίο κλίσης της συνάρτησης f(x, y, z) =
(
x
a

)2
+
(y
b

)2
+
(
z
c

)2
στα σηµεία

του ελλειψοειδούς (δηλαδή για f(x, y, z) = 1) είναι παράλληλο στο πεδίο rθ × rφ. Μέσω της

κλίσης, δείξτε ότι για κάθε v 6= 0, υπάρχουν ακριβώς δύο σηµεία της επιφάνειας µε εφαπτόµενο

επίπεδο κάθετο στο v.



3. Ευθειογενείς επιφάνειες: Θεωρούµε παραµετρήσεις της µορφής

r(t, u) = c(t) + uv(t),

όπου c(t), t ∈ I είναι κανονική καµπύλη στο χώρο, u ∈ I ′ ⊂ R και v(t) 6= 0, ∀t. Εδώ

I, I ′ είναι κάποια µη-κενά, ϕραγµένα διαστήµατα στο R, µε I ′ της µορφής (−δ, δ). Για t
σταθερό, είναι προφανές ότι έχουµε παραµέτρηση ευθείας, οπότε έχουµε µιά µονοπαραµετρική

οικογένεια ευθειών. Η καµπύλη c λέγεται διευθετούσα (directrix) ή οδηγός καµπύλη. ∆εν

είναι σαφές ότι έχουµε κανονική παραµέτρηση επιφάνειας. Θα µελετήσουµε συνθήκες που να

δίνουν κανονικότητα.

(αʹ) Το πεδίο ru = v(t) 6= 0 εξ υποθέσεως. Το πεδίο rt(t, u) = ċ(t) + uv̇(t) είναι µη-µηδενικό

για u = 0, καθώς η καµπύλη είναι κανονική. ∆είξτε ότι εποµένως, εάν για όλα τα t, τα

διανύσµατα ċ(t) και v(t) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε έχουµε κανονική παραµέτρηση

καµπύλης σε κάποιο υποσύνολο I × (−ε, ε).
(ϐʹ) ∆είξτε ότι η επιλογή v(t) = ċ(t) δίνει ιδιάζοντα σηµεία κατά µήκος της καµπύλης, ενώ

η επιλογή v(t) = n(t) (το κάθετο πεδίο της καµπύλης, που υποθέτουµε µη-µηδενικό

παντού) δίνει πάντα επιφάνεια.

4. Λωρίδα του Möbius: Είναι παράδειγµα που αναδεικνύει τους κινδύνους του να επιτρέπουµε

κλειστό διάστηµα ορισµού σε παραµέτρηση. Είναι µη-προσανατολίσιµη επιφάνεια, µε την

έννοια ότι δεν ορίζεται µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο πάνω της. Η παραµέτρηση που ϑα

δώσουµε είναι παραλλαγή αυτής επιφάνειας εκ περιστροφής.

Στο επίπεδο xz, έχουµε το κάθετο ευθύγραµµο τµήµα (x(t), z(t)) = (3, t), t ∈ (−1, 1). Θα

εφαρµόσουµε περιστροφή Rot z(θ) αλλά ταυτόχρονα ϑα περιστρέφουµε το τµήµα µε τη µισή

ταχύτητα της περιστροφής γύρω από τον άξονα y, δηλαδή στο επίπεδο xz. Εφαρµόζουµε λοιπόν

στα σηµεία του τµήµατος τον γραµµικό µετασχηµατισµό Rot z(θ)Rot y(θ/2). Βρείτε την παρα-

µέτρηση αυτή, µε (θ, t) ∈ (0, 2π) × (−1, 1) και δώστε το γράφηµα. ∆είξτε ότι έχουµε κανονική

παραµέτρηση επιφάνειας.

Εάν στην παραµέτρηση που ϐρήκατε επιτρέπαµε τις τιµές θ = 0 και 2π, υπολογίστε τις δύο

αυτές εικόνες και δείξτε ότι έχουµε αντιστροφή των σηµείων του τµήµατος, σε σχέση µε την

αρχική ϑέση του. Εάν λοιπόν επιτρέπαµε θ ∈ [0, 2π] τί πρόβληµα ϑα παρουσιαζόταν µε το

µοναδιαίο κάθετο πεδίο ;

5. ∆είξτε ότι η κάθετη ευθεία σε κάθε σηµείο επιφάνειας εκ περιστροφής ανήκει στο κάθετο επίπεδο

που περνά από το σηµείο και περιλαµβάνει τον άξονα z. Εάν επιπλέον έχουµε ż(t) 6= 0 στο

σηµείο, τότε η κάθετη ευθεία τέµνει τον άξονα z.
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