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Κλασικη ∆ιαφορικη Γεωµετρια
∆εύτερη Εργασία

(Θεωρία καµπυλών στο επίπεδο και στον χώρο)

Η εργασία αυτή συνδυάζει ϑεωρία και κάποια ϐασικά παραδείγµατα. Απαιτεί τη χρήση υπολογιστή για να
γίνουν γραφήµατα καµπυλών κα συναρτήσεων. Γεωµετρία χωρίς εικόνες δεν γίνεται !

Καµπύλες στο επίπεδο

Θεωρούµε κανονική παραµέτρηση καµπύλης στο R2:

γ : I → R2, t 7→ γ(t) = r(t) = x(t) i + y(t) j, µε
dr

dt
6= 0 ∀t.

Η ϕυσική παραµέτρηση γράφεται ρ(s) = r(t(s)), οπότε dρ
ds = dr

dt /
∣∣dr
dt

∣∣ και d2ρ
ds2

= κ(s)n(s), µε το
κάθετο διανυσµατικό πεδίο

n(s) = J
dρ

ds
, όπου J =

[
0 −1
1 0

]
είναι ο πίνακας περιστροφής κατά π/2 στην ϑετική ϕορά. Θυµίζουµε ότι πολύ συχνά είναι δύσκολο
ή αδύνατο να ϐρεθεί η αντίστροφη συνάρτηση t(s) της s(t), ακόµα και αν αυτή η τελευταία είναι
διαθέσιµη, και εποµένως δεν είναι διαθέσιµη η ϕυσική παραµέτρηση.

1. ∆είξτε, ϐασισµένοι στους παραπάνω τύπους, ότι η συνάρτηση καµπυλότητας µπορεί να υπολο-
γιστεί απευθείας από την αρχική παραµέτρηση από τον τύπο:

κ(t) =
d2r
dt2
· J drdt∣∣dr
dt

∣∣3 .

2. ∆ώστε επίσης τύπους για το κέντρο C(t) και την ακτίνα R(t) του εγγύτατου (ή εφαπτοµένου)
κύκλου στο σηµείο r(t).

3. Θα εφαρµόσουµε τα παραπάνω για την περίπτωση σπείρας στο επίπεδο.

(αʹ) Οι σπείρες δίνονται συνήθως σε πολική µορφή: έχουµε τη σπείρα του Αρχιµήδη, r = aθ
και την εκθετική σπείρα r = aebθ, για κάποια a, b 6= 0. Το r είναι το µέτρο του r, r = |r|,
αλλά, προσοχή, η ¨γωνία¨ θ ϑεωρείται να ανήκει στο R+—και όχι κάποιο διάστηµα µήκους
2π.
Θα εργαστούµε πάνω στην απλή σπείρα του Αρχιµήδη όπου a = 1. Η παραµέτρηση
καµπύλης δίνεται (γιατί ;) από τις εξισώσεις :

r(t) =

[
t cos t
t sin t

]
, t ≥ 0.

Υπολογίστε τη συνάρτηση µήκους s(t) και δώστε γράφηµά της. Υποθέτουµε χωρίς απόδειξη
ότι δεν υπάρχει αναλυτική µορφή για την αντίστροφη συνάρτησή της t(s).



(ϐʹ) Εποµένως, υπολογίστε τη συνάρτηση καµπυλότητας κ(t) από την αρχική παραµέτρηση και
δείξτε ότι είναι µονοτονική στο {t ≥ 0}.

(γʹ) Βρείτε το κέντρο και ακτίνα του εφαπτοµένου κύκλου στη σπείρα στο t = 4 και δώστε
παραµέτρησή του. Με τη ϐοήθεια λογισµικού, κάνετε τα γραφήµατα και παρατηρήστε ότι
για t > 4, η σπείρα ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου.

Συνεχίζουµε µε κάποιες επιπλέον ασκήσεις :

4. Υποθέτουµε ότι έχουµε κανονική, λεία κλειστή καµπύλη (δηλαδή γ : [a, b] → R2, µε dr
dt 6= 0

και drdt (a) = dr
dt (b)) η οποία είναι παντού µη-µηδενική : r(t) 6= 0.

Θεωρούµε χρόνο t0 όπου το µέτρο |r(t0)| είναι ελάχιστο (γιατί ξέρουµε ότι υπάρχει τέτοιο t0;
Είναι απαραίτητα µοναδικό ; ∆ώστε πρόχειρα παραδείγµατα.) ∆είξτε ότι το διάνυσµα ταχύτητας
dr
dt (t0) είναι κάθετο στο r(t0).

5. Σταθερή καµπυλότητα: Θα δείξουµε, ϐήµα-ϐήµα, ότι εάν µία καµπύλη έχει σταθερή, µη-
µηδενική καµπυλότητα κ > 0, τότε είναι τόξο κύκλου ακτίνας R = 1/κ (το αντίστροφο είναι
προφανές.) Θα κάνουµε χρήση των σχέσεων:{

dt
ds = κn
dn
ds = −κ t (Σχέσεις Frenet)

n = Jt, οπότε, καθώς J2 = −I, t = −Jn.

(αʹ) ∆είξτε ότι η δεύτερη εξίσωση Frenet είναι απόρροια της πρώτης, από την παραπάνω σχέση,
και παρατηρήστε ότι έχουµε: dt

ds = κJt.

Θα λύσουµε το σύστηµα των δύο αυτών εξισώσεων: ϑέτουµε t(s) =

[
u(s)
v(s)

]
. ∆είξτε ότι

και οι δύο συναρτήσεις ικανοποιούν την ίδια εξίσωση δευτέρας τάξης :

d2u

ds2
+ κ2u = 0,

d2v

ds2
+ κ2v = 0,

η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση του αρµονικού ταλαντωτή και έχει λύση, π.χ. για την u:

u(s) = a cos(κs) + b sin(κs).

Υποθέτοντας αρχική τιµή του διανύσµατος ταχύτητας t(0) =

[
u0
v0

]
που πρέπει να είναι

µοναδιαίο, δηλαδή u20 + v20 = 1, ϐρείτε τη λύση t(s).

(ϐʹ) ∆είξτε ότι έχουµε |t(s)| = 1, ∀s, έχουµε δηλαδή λύση που αυτόµατα δίνει µοναδιαίο πεδίο
ταχύτητας. Τέλος, ολοκληρώνοντας, ϐρείτε την καµπύλη σταθερής καµπυλότητας κ και
επαληθεύστε ότι είναι κύκλος ακτίνας R = 1/κ.

6. ΄Ελλειψη: ∆ώστε παραµέτρηση r(t), t ∈ [0, 2π] για την έλλειψη x2

a2
+ y2

b2
= 1, όπου υποθέτουµε

a > b > 0 (παραλλαγή πολικών συντεταγµένων). Υπολογίστε από τον τύπο που έχετε ϐρει τη
συνάρτηση καµπυλότητας κ(t) και ϐρείτε τα σηµεία µέγιστης και ελάχιστης καµπυλότητας.

Τέλος, δώστε την καµπύλη των κέντρων των εγγύτατων ή εφαπτόµενων κύκλων και, µε χρήση
κάποιου λογισµικού, δώστε το γράφηµά της. Η καµπύλη αυτή δεν είναι, γενικά, κανονική και
λέγετει ενειλιγµένη της αρχικής (evolute).



7. Η έλκουσα καµπύλη (tractrix): είναι η επίπεδη καµπύλη, µία παραµέτρηση της οποίας είναι :

r(t) =

[
cos t+ ln

(
tan

(
t
2

))
sin t

]
, t ∈ (0, π).

(αʹ) ∆ώστε το γράφηµα της καµπύλης και δείξτε ότι είναι κανονική παντού, εκτός από ένα
σηµείο.

(ϐʹ) Υπολογίστε τη συνάρτηση καµπυλότητας κ(t).

(γʹ) Ο λόγος που λέγεται ΄ελκουσα αυτή η καµπύλη είναι ότι το µήκος του τµήµατος κάθε
εφαπτοµένης ευθείας µεταξύ της καµπύλης και του οριζοντίου άξονα είναι σταθερή (η
ερµηνεία που δίνεται είναι ότι κινούµενοι κατά µήκος του οριζοντίου άξονα µε αρχή το 0,
σύρουµε ένα αντικείµενο που συνδέεται µε λουρί (έναν σκύλο ;!) και ποθ ξεκινά από το
σηµείο (0, 1)). ∆είξτε την ιδιότητα αυτή και δώστε την τιµή του σταθερού αυτού µήκους.

Καµπύλες στο χώρο

8. Καµπύλη του Viviani: είναι η τοµή σφαίρας µε κύλινδρο µισής ακτίνας που εφάπτεται της
σφαίρας, είναι δηλαδή η τοµή των επιφανειών :

x2 + y2 + z2 = R2,

(
x− R

2

)2

+ y2 =

(
R

2

)2

.

(Κάνετε το σχήµα, κατά προτίµηση µε υπολογιστή.)

Υπολογίστε παραµέτρηση της καµπύλης που προκύπτει ως εξής : κατ΄ αρχήν, για τον κύλινδρο,
χρησιµοποιήστε την παραµέτρηση x(t) = (R/2) + (R/2) cos(t), y(t) = (R/2) sin(t), z = z (που
είναι απλά µετατοπισµένες κυλινδρικές συντεταγµένες.) Αντικαταστήσετε αυτά στην εξίσωση της
σφαίρας και υπολογίστε το z µέσω τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων.

∆είξτε ότι έχουµε κανονική παραµέτρηση κλειστής καµπύλης, µε µόνη διαφορά ότι δεν είναι
1:1 µε την εικόνα της. ∆ώστε το µοναδικό σηµείο αυτοτοµής.

9. Καµπύλες Bézier: Στα σχεδιαστικά λογισµικά (π.χ. Adobe Illustrator, CorelDRAW κ.ο.κ.) είναι
πολύ χρήσιµες κάποιες καµπύλες µε συντεταγµένες πολυώνυµα χαµηλού ϐαθµού στο t:

Η γραµµική καµπύλη Bézier είναι η καµπύλη πρώτου ϐαθµού r(t) = (1−t)v0+tv1, µε v0 6= v1

δύο σηµεία. Προφανώς, r(0) = v0, r(1) = v1 και ṙ(0) = v1 − v0.

Η τετραγωνική καµπύλη Bézier χρησιµοποιεί τρία διακριτά σηµεία :

r(t) = (1− t) [(1− t)v0 + tv1] + t [(1− t)v1 + tv2] = (1− t)2v0 + 2t(1− t)v1 + t2v2.

Προφανώς r(0) = v0 και r(1) = v2. Βρείτε τα διανύσµατα ταχύτητας για t = 0 και t = 1 και
δείξτε ότι η καµπύλη ανήκει στο κυρτό περίβληµα των τριών σηµείων, δηλαδή µέσα στο τρίγωνο
που ορίζουν και είναι εποµένως επίπεδη. Εξηγήστε πώς ϑα µπορούσαµε να συνεχίσουµε την
καµπύλη αυτή από το τελικό της σηµείο µε µία ακόµα τετραγωνική καµπύλη, ώστε η συνάρτηση
ταχύτητας να είναι συνεχής.

10. ∆ίνεται κανονική παραµέτρηση καµπύλης στο χώρο, µε

r(t) =

 x(t)
ax(t) + b
z(t)

 , a 6= 0.



∆είξτε ότι η καµπύλη αυτή έχει µηδενική στρέψη και εποµένως είναι επίπεδη και ϐρείτε το
επίπεδο που την περιέχει. ∆ώστε δεύτερη, πιό άµεση απόδειξη ότι είναι επίπεδη, ϑεωρώντας
κατάλληλη αλλαγή µεταβλητών.

11. ∆είξτε ότι η ενειλιγµένη καµπύλη ρ(s)+ 1
κ(s)n(s) της έλικας r(t) = R cos(ωt) i+R sin(ωt) j+vtk

(R,ω, v > 0), είναι πάλι έλικα.

Βρείτε συνθήκη ώστε η ενειλιγµένη αυτή έλικα να κείται στον ίδιο κύλινδρο µε την αρχική έλικα.

12. ∆είξτε ότι οι εξισώσεις Frenet-Serret γράφονται σε µορφή πινάκων, ορίζοντας τους 3× 3 πίνακες

Φ(s) = [t(s)|n(s)|b(s)], Ω =

 0 −κ(s) 0
κ(s) 0 −σ(s)

0 σ(s) 0

 ,
ως το σύστηµα εξισώσεων

d

ds
Φ(s) = Φ(s)Ω.

Για γενικό αντισυµµετρικό πίνακα

Ω =

 0 ω1 ω2

−ω1 0 ω3

−ω2 −ω3 0

 ,
δείξτε ότι ορίζεται κατάλληλο διάνυσµα ω, έτσι ώστε για διάνυσµα v ∈ R3,

Ωv = ω × v.

Τέλος, δείξτε ότι ορίζεται κατάλληλο ω(s) (λεγόµενο διάνυσµα Darboux) τέτοιο ώστε οι εξισώσεις
Frenet-Serret γράφονται :

d

ds
t(s) = ω × t,

d

ds
n(s) = ω × n,

d

ds
b(s) = ω × b

(το ίδιο και για τις τρεις εξισώσεις !)
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