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(Υπόβαθρο γνώσεων από Γραµµική ΄Αλγεβρα, Λογισµό κλπ)

[Τα διανύσµατα δίνονται για τυπογραφική ευκολία ως γραµµές, αλλά στους υπολογισµούς να µετα-

τρέπονται σε διανύσµατα στήλης.]

1. Επαληθεύστε τον τύπο του Euler:
v − e+ f = 2,

όπου v, e, f είναι οι πληθικότητες των κορυφών/ακµών/εδρών αντίστοιχα, για όλα τα Πλατωνικά
στερεά. Προαιρετικά, επαναλάβετε για κάποια από τα στερεά του Αρχιµήδη (π.χ. το κόλουρο
εικοσάεδρο, δηλαδή µιά µπάλα του ποδοσφαίρου !)

2. ∆ώστε τον πίνακα A της γραµµικής απεικόνισης p 7→ p′ ¨παραγώγισης¨ στο ∆.Χ. πολυωνύµων
ϐαθµού το πολύ n ως προς τη ϐάση B = {1, x, x2, . . . , xn}. Επαληθεύστε ότι ο A2 δίνει διπλή
παραγώγιση και δείξτε ότι An+1 = 0 (λέµε ότι ο A είναι µηδενοδύναµος).

3. Στον Ευκλείδειο χώρο R3 ϑεωρούµε τα διανύσµατα

b1 = (1, 3,−1), b2 = (0, 1, 1), b3 = (1, 1, 2).

(αʹ) ∆είξτε ότι αποτελούν ϐάση B = {b1, b2, b3} του R3.

(ϐʹ) Βρείτε τις συντεταγµένες του διανύσµατος v = (−3, 7, 1) ως προς τη ϐάση αυτή: v =∑3
i=1 xibi.

(γʹ) Εφαρµόστε τη διαδικασία Gram-Schmidt στην B µε τη διάταξη (b1, b2, b3) για να ϐρείτε
ορθοκανονική ϐάση E = {e1, e2, e3} και ϐρείτε τις συντεταγµένες του v ως προς τη ϐάση
E .

(δʹ) Βρείτε την προβολή του b3 στο επίπεδο span(b1, b2).

4. ∆ώστε τουλάχιστον δύο διαφορετικές αποδείξεις της ανισότητας Cauchy-Schwartz και µε χρήση
της, δείξτε την τριγωνική ανισότητα στο Rn

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

5. ∆ώστε αποδείξεις όσων από τα παρακάτω δεν έχετε συναντήσει :

(αʹ) Οι ιδιοτιµές ενός συµµετρικού τετραγωνικού πίνακα είναι όλες πραγµατικές.

(ϐʹ) Ο συµµετρικός τετραγωνικός Q λέγεται ϑετικά ορισµένος εάν για κάθε διάνυσµα v 6= 0,
η τιµή της τετραγωνικής συνάρτησης q(v) = v · Qv είναι ϑετική. Ισοδύναµες συνθήκες
είναι : (α) όλες οι ιδιοτιµές του Q είναι ϑετικές και (ϐ) όλες οι κύριες ελάσσονες ορίζουσες
του Q είναι ϑετικές.

Κατόπιν, δείξτε ότι ορίζεται µέσω του Q εσωτερικό γινόµενο στο Rn ως εξής :

< u, v >Q= u ·Qv,



όπου · είναι το κανονικό εσωτερικό γινόµενο. Τέλος, δείξτε ότι ο πίνακας

Q =

 2 −1 0
−1 1 1

0 1 3


είναι ϑετικά ορισµένος και ϐρείτε διάνυσµα v ορθογώνιο στο u = (1, 2, 1) ως προς το νέο αυτό
εσωτερικό γινόµενο.

6. Γεωµετρική ερµηνεία του εξωτερικού γινοµένου : Ο εναλλακτικός ορισµός του εξωτερικού γινο-
µένου στο R3,

u× v = ‖u‖ ‖v‖ sin θ n,

περιλαµβάνει το γεωµετρικά προφανές εµβαδόν του παραλληλογράµµου που ορίζουν τα δύο
διανύσµατα, αλλά δεν εξηγεί την παρουσία του δισκάθετου n.

Θυµίζουµε από το Λογισµό την έννοια της ϱοής ενός διανυσµατικού πεδίου F διαµέσου προ-
σανατολισµένης επιφάνειας Σ: ∫∫

Σ
F · n dS,

όπου ο προσανατολισµός δίνεται από το µοναδιαίο διανυσµατικό πεδίο n, κάθετο στην επιφά-
νεια. Εξηγήστε γιατί είναι λογικό να δίνεται το στοιχείο ϱοής διαµέσου επιφάνειας από το F·n dS
και σχετίστε το µε τον παραπάνω ορισµό του εξωτερικού γινοµενου.

7. Γραµµικοποίηση : Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x, y) = (x3 − xy2,−y3 + xy). Υπολογίστε την
παράγωγο Df της f . ∆είξτε ότι στο σηµείο (x0, y0) = (2, 2) η συνάρτηση είναι τοπικά αντιστρέ-
ψιµη.

Συγκρίνετε την ακριβή τιµή του διανύσµατος διαφοράς f(2.2, 1.8)−f(2, 2) µε την προσεγγιστική
τιµή που δίνει η γραµµικοποίηση:

f(x, y)− f(x0, y0) ' Df(x0, y0)

[
x− x0

y − y0

]
, εδώ: (x, y) = (2.2, 1.8), (x0, y0) = (2, 2).
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