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1. Θεωρούµε το σύστηµα ελέγχου στο επίπεδο, όπου είναι διαθέσιµα δύο σταθερά ∆Π X1 = i+ 2 j
και X2 = 2 i + j και επιτρέπεται να προχωρούµε µε το ένα ή το άλλο ∆Π, ή µε τα αντίστροφά
τους, δηλ. µε τις ϱοές φX1 και φX2 .

(αʹ) ∆είξτε ότι το προσβάσιµο σύνολο R(0, T ) των σηµείων που µπορούµε να ϕτάσουµε σε χρόνο
≤ T από το αρχικό σηµείο 0 είναι το {x ∈ R2 : ||Bx||1 = c}, όπου ||x||1 = |x|+ |y| είναι
η 1-νόρµα και B είναι κατάλληλος 2× 2 πίνακας. Βρείτε τον B και τη σταθερά c.

(ϐʹ) Εάν τώρα περιορίσουµε τον χώρο κατάστασης στο κλειστό τετράγωνο µε κέντρο το 0 και
πλάτος 2 (δεν επιτρέπεται να ϐγούµε από αυτόν), δείξτε ότι κάθε σηµείο του εσωτερικού
του είναι προσβάσιµο, αλλά για κάποια σηµεία στο σύνορο, δεν µπορούµε να ϕτάσουµε µε
πεπερασµένο αριθµό αλλαγών ϱοής. Να ϐρεθούν τα σηµεία αυτά, µαζί µε τον χρόνο που
απαιτείται για να τα ϕτάσουµε.

2. Κυκλικότητα και Ελεγξιµότητα : ΄Εστω v ∈ V n, v 6= 0 διάνυσµα και T : V → V γραµµική
απεικόνιση. Θεωρούµε την ακολουθία των διανυσµάτων

{v, Tv, T 2v, . . .}.

(αʹ) ΄Εστω ότι το σύνολο αυτό περιλαµβάνει ακριβώς k γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα —
προφανώς ο µέγιστος αριθµός γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων της ακολουθίας είναι
n, οπότε 0 < k ≤ n. ∆είξτε ότι τότε τα πρώτα k διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(ϐʹ) Ορίζουµε τον υποχώρο I(v) = span(v, Tv, . . . , Ak−1v). ∆είξτε ότι είναι αναλλοίωτος για
τη γραµµική αεικόνιση T . Εάν I(v) 6= V (δηλ. k < n), επιλέγουµε διάνυσµα v′ ∈ V −I(v)
και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία, για να ϐρούµε αναλλοίωτο χώρο I(v′) κοκ. ∆είξτε
ότι έτσι ϑα έχουµε ϐάση του V και δώστε τον πίνακα της T ως προς τη ϐάση αυτή.

(γʹ) ΄Ενα διάνυσµα b είναι κυκλικό εάν dim I(b) = n, συνθήκη που είναι ουσιαστικά η συν-
ϑήκη γραµµικής ελεγξιµότητας. ∆είξτε ότι υπάρχει κυκλικό διάνυσµα για τη γραµµική
απεικόνιση T εάν και µόνον εάν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της T συµπίπτει µε το
ελάχιστο πολυώνυµό της, cT (λ) = µT (λ).

(δʹ) ∆είξτε ότι η γραµµική ελεγξιµότητα είναι γενική ιδιότητα, ισχύει δηλαδή για ανοικτό, πυκνό
υποσύνολο των Ϲευγών n× n πινάκων και διανυσµάτων στο Rn.

3. Για το C∞ SISO σύστηµα

ẋ = f(x) + ug(x), y = h(x), x ∈ R3,

η συνάρτηση εξόδου είναι h(x, y, z) = x. ∆είξτε ότι για γενικό g, Lgh 6= 0 σχεδόν παντού και
δώστε τις εξισώσεις που προκύπτουν για να έχουµε Lgh = 0.



4. Θεωρούµε δύο ∆Π X,Y ∈ X∞(M) στην πολλαπότητα Mn, µε n ≥ 3.

(αʹ) ∆ώστε τον τύπο για την αγκύλη Lie των X,Y σε τοπικές συντεταγµένες {x1, x2, . . . , xm},
οπότε η ϐάση γράφεται ( ∂

∂xi
) για i = 1, . . . , n.

(ϐʹ) Ορίζουµε το ιδιάζον σύνολο

Σ = {p ∈M : ∃a, b : [X,Y ](p) = aX(p) + bY (p)}

όπου η αγκύλη δίνει διάνυσµα στον υποχώρο span(X(p), Y (p)) ⊂ TpM . Για γενικά ∆Π,
δείξτε ότι το Σ είναι υποπολλαπλότητα της M και ϐρείτε τη διάστασή της.

(γʹ) Υπολογίστε την αγκύλη και το ιδιάζον σύνολο1 Σ για τα ∆Π

X = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
+ z

∂

∂z
, Y = (x2 − z2) ∂

∂x
+ 0

∂

∂y
+ 2xz

∂

∂z
.

5. (αʹ) Είναι τα επίπεδα P1 = span((2, 4, 2, 0), (−2, 3, 0, 1)) , P2 = span((−4, 7, 4,−3), (6, 0,−3, 6))
στο R4 εγκάρσια ή όχι ;

(ϐʹ) ΄Εστω f : Rn → R C∞ συνάρτηση και H το οριζόντιο επίπεδο στο ∆Χ Rn ×R. ∆είξτε ότι
για σχεδόν όλα τα c, το γράφηµα της f + c τέµνει το H εγκάρσια.

6. (αʹ) ∆είξτε ότι ένα κρίσιµο σηµείο της συνάρτησης f στην πολλαπλότηταM είναι µη-εκφυλισµένο
εάν το 1-τζετ του τέµνει τη µηδενική υποπολλαπλότητα df = 0 εγκάρσια.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι το ΣΙ 0 της f(x, y) = (x2− y2, 2xy) είναι εκφυλισµένο. Βρείτε διαταραχή g της f
η οποία να είναι ε κοντά στην f (σε συµπαγή γειτονιά του 0) και να είναι συνάρτηση Morse.

7. ∆ίνεται η συνάρτηση συνολικής ενέργειας ή Χαµιλτονιανή στο R2

H(x, y) =
y2

2
+ U(x), µε U(x) = x2(x2 − 1)

συνάρτηση δυναµικού. Το χαµιλτονιανό σύστηµα είναι

ẋ =
∂H

∂y
= y, ẏ = −∂H

∂x
= 2x(1− 2x2).

Βρείτε τα σηµεία ισορροπίας και την τοπική δυναµική τους και δώστε γράφηµα της ϱοής του
(Υπόδειξη : η ενέργεια είναι σταθερή σε κάθε λύση.)

Κατόπιν, εισάγουµε απόσβεση που αλλάζει τη δεύτερη εξίσωση σε ẏ = 2x(1 − 2x2) − 0.3y.
∆είξτε ότι έχουµε δύο ευσταθή σηµεία ισορροπίας και ένα σάγµα και ότι η συνάρτηση H είναι
συνάρτηση Lyapunov για το σύστηµα αυτό. Βρείτε τα σύνολα όπου η H δίνει την ευστάθεια των
ΣΙ στον x-άξονα.
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1∆ώστε µόνο την εξίσωση των σηµείων στο Σ.


