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1. Εξηγήστε γιατί µπορούµε να ῾῾σπάσουµε᾿᾿ κάθε µακρά ακριβή ακολουθία (µ.α.α) σε µία σειρά
από Ϲεύγη ϐραχέων ακριβών ακολουθιών (ϐ.α.α.) ως εξής : από την µ.α.α.

. . .
fn+2−−−→ Cn+1

fn+1−−−→ Cn
fn−→ Cn−1

fn−1−−−→ . . .

έχουµε, για κάθε n, δύο ϐ.α.α.

0→ Cn+1/ im fn+2
fn+1−−−→ Cn

fn−→ im fn → 0 (1)

0→ Cn/ im fn+1
fn−→ Cn−1

fn−1−−−→ im fn−1 → 0 (2)

2. ∆ώστε το υπόλοιπο της απόδειξης ότι ϐραχεία ακριβής ακολουθία αλυσιδωτών συµπλόκων δίνει
µακρά ακριβή ακολουθία σε οµολογία. (Θεωρούµε δεδοµένο τον ορισµό του συνεκτικού οµοµορ-

ϕισµού και χρειάζεται µόνο να δείξετε την ακρίβεια σε κάθε σηµείο.)

3. (αʹ) ∆είξτε ότι εάν ο υποχώρος A του X είναι παραµορφωτική σύµπτυξή του, τότε η σχετική
οµολογία H∗(X,A) = 0.

(ϐʹ) Από την µακρά ακριβή ακολουθία Ϲεύγους, δείξτε ότι η σχετική οµολογία του Ϲεύγους
(Dn, Sn−1) (κλειστός δίσκος και συνοριακή του σφαίρα), συµπίπτει µε αυτή της σφαίρας
Sn, για n ≥ 1. Επιβεβαιώστε την απάντηση αυτή δείχνοντας ότι ο χώρος πηλίκο Dn/Sn−1

είναι οµοιόµορφος µε τη σφαίρα Sn.

4. Υπολογίστε την ιδιάζουσα οµολογίαH∗ του τόρου T 2 και της ϕιάλης Klein K2 από την ακολουθία
Mayer-Vietoris. (Για την K2

πάρετε κάθετη τοµή σε δύο συµµετρικά κοµµάτια, όπως υποδείξαµε

στο µάθηµα.)

5. Υπολογίστε τη σχετική ιδιάζουσα οµολογία των Ϲευγών (X,A):

(αʹ) X = Sn, και (α) A = πεπερ. αριθµός διακριτών σηµείων, (ϐ) A = Sn−1 ο ισηµερινός (δηλ.
η σφαίρα xn+1 = 0).

(ϐʹ) X = T 2, ο τόρος και A = πεπερ. αριθµός διακριτών σηµείων.
(γʹ) X = Σ2, επιφάνεια γένους δύο και A ο κύκλος του παρακάτω σχήµατος.
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