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1. ∆ώστε τη δοµή πολλαπλότητας της σφαίρας Sn = {x21 + x22 + . . . + x2n+1 = 1} ⊂ Rn+1

µε τους δύο χάρτες που δίνονται από τη στερεογραφική προβολή από το Βόρειο και το
Νότιο πόλο στο επίπεδο z = 0. ∆ώστε τους τύπους για τις προβολές και τις αντίστροφες
απεικονίσεις τους, καθώς και τη συνάρτηση αλλαγής χάρτη από το Rn − 0 στο Rn − 0
–και δείξτε ότι είναι λεία.

2. ∆ιανυσµατικά πεδία σε πολλαπλότητες :

(αʹ) Σφαίρα: Θεωρόυµε δύο τρόπους για να ορίσουµε ∆Π στη σφαίρα S2 (και οι δύο
εκµεταλλεύονται το γεγονός ότι έχουµε εµβύθιση στον Ευκλείδειο χώρο R3.)
Ο πρώτος είναι µε χρήση πολικών συντεταγµένων (θ, φ) 7→ r(θ, φ) (εδώ θ ∈ (0, π)
και φ ∈ (0, 2π)). ∆είξτε ότι τα ∆Π rθ, rφ δίνουν ϐάση του εφαπτόµενου χώρου
στη σφαίρα σε κάθε σηµείο όπου οι πολικές συντεταγµένες ορίζονται. Τα ∆Π αυτά
είναι τα ίδια µε τα ∆Π ∂

∂θ
και ∂

∂φ
που µελετήσαµε στη ϑεωρία, ή όχι ; Ποιές είναι

οι λύσεις των ∆Π αυτών ;
΄Ενα ∆Π στη σφαίρα δίνεται λοιπόν ως X = a(θ, φ)rθ + b(θ, φ)rφ. Πώς πρέπει να
περιορίσουµε τις συναρτήσεις a, b έτσι ώστε να έχουµε καλά ορισµένο, λείο ∆Π στη
σφαίρα ;
Ο δεύτερος τρόπος είναι να παρατηρήσουµε ότι το ∆Π Fh = (−y, x, 0) στο R3

αφήνει αναλλοίωτη τη σφαίρα S2 —και κάθε σφαίρα µε κέντρο το 0, καθώς r·F = 0.
∆είξτε ότι οι λύσεις το πεδίου αυτού συµπίπτουν µε τις λύσεις του rφ. Εάν ορίσουµε
ένα δεύτερο ∆Π από το εξωτερικό γινόµενο, Fv = Fh× r, τότε και το Fv εφάπτεται
της σφαίρας. Εξηγήστε προσεκτικά πώς ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε ένα γενικό
∆Π σε κάποιο υποσύνολο της σφαίρας από ταFh,Fv. Συγκρίνετε τις δύο µεθόδους.

(ϐʹ) Τόρος: Εδώ ϑεωρούµε τον τόρο ως χώρο πηλίκο R2/Z2. Εξηγήστε γιατί κάθε ∆Π
στο επίπεδο το οποίο είναι 2π–περιοδικό στο x και στο y δίνει λείο ∆Π στον τόρο.
Με χρήση λογισµικού, περιγράψτε τη δυναµική του ∆Π

F = cos(x) sin(2y) i+ sin(x+ 2y) j.

Τέλος, µπορείτε να ϐρείτε αναλυτική µορφή για ∆Π στον τόρο που αντιστοιχεί στην
κλίση του πεδίου που δίνεται από τη συνάρτηση ύψους, όταν ο τόρος ϑεωρηθεί ως
τοποθετηµένος κατακόρυφα στο R3 (όπως στο Σχήµα);



3. ΕάνMn×n είναι ο ∆Χ όλων των n×n πινάκων µε πραγµατικά στοιχεία και det :M → R
είναι η απεικόνιση ορίζουσας, ποιό από τα δύο υποσύνολα του M , N = {detA = 0}
και Gl(n) = {detA 6= 0} είναι πολλαπλότητα ; (προσοχή στη διάσταση n.)

∆είξτε ότι το υποσύνολο Sl(n) = {detA = 1} δίνει υπο-πολλαπλότητα (υπόδειξη : δείξτε

ότι είναι κανονική τιµή της συνάρτησης det.)

4. ∆ώστε τους τρείς πρώτους όρους της σειράς Taylor για τις συνθέσεις γραµµικών ϱοών:

etAetB και e−tAe−tBetAetB.

Στην πρώτη περίπτωση, εκφράστε την απάντησή σας µέσω των όρων της σειράς Taylor
της et(A+B) και κατάλληλων αγκυλών Lie (στην άλγεβρα Lie πινάκων). Τί εικάζετε ότι
ϑα έχουµε συνολικά ; ∆είξτε ότι εάν AB = BA, τότε etAetB = et(A+B), ∀t.

5. Υπολογίστε την αγκύλη Lie των ∆Π στο χώρο R3:

F =

 x2

xy
0

 , G =

 0
y2

x

 .
∆είξτε εποµένως ότι το σύστηµα ελέγχου ẋ = u1F + u2G ικανοποιεί τη συνθήκη µη-
γραµµικής ελεγξιµότητας σχεδόν παντού στο χώρο (η άλγεβρα Lie ελέγχου, που παρά-
γεται δηλαδή από τα ∆Π F,G έχει ϐαθµό ίσο µε τρία σχεδόν παντού).

∆είξτε ότι τα επίπεδα x = 0 και y = 0 είναι αναλλοίωτα για το ΣΕ και εποµένως ϐρείτε
τα µέγιστα σύνολα προσβασιµότητας του ΣΕ αυτού.

6. Επαληθεύστετε την ισότητα [X, Y ] = LX(Y ) στην περίπτωση που τα ∆Π X = Ax,
Y = Bx είναι γραµµικά (το δεξί µέλος δίνει την παράγωγο Lie του Y ως προς τη ϱοή
του X).
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