
Αριστοτελειο Πανεπιστηµιο Θεσσαλονικης
Σχολη Θετικων Επιστηµων
Τµηµα Μαθηµατικων

Αλγεβρικη Τοπολογια
∆εύτερη Εργασία

1. ∆είξτε ότι αν r : X → A είναι σύµπτυξη (retraction) και ο X είναι Hausdorff, τότε το
υποσύνολο A είναι κλειστό.

2. ∆είξτε ότι ο κύκλος S1 × {p} είναι σύµπτυξη του τόρου S1 × S1 (όπου p σηµείο του
δεύτερου παράγοντα/κύκλου), αλλά δεν υπάρχει παραµορφωτική σύµπτυξη.

3. ∆είξτε ότι ο ισοµορφισµός που παίρνουµε για τις ϑεµελιώδεις οµάδες µε την αλλα-
γή του σηµείου ϐάσης εξαρτάται µόνον από την κλάση ισοδυναµίας του µονοπατιού
που συνδέει τα δύο σηµεία. Περιγράψτε τί συµβαίνει εάν η ϑεµελιώδης οµάδα είναι
αβελιανή.

∆ώστε παράδειγµα χώρου (µε µη-αβελιανή ϑεµ. οµάδα) και δύο αλλαγές σηµείου ϐάσης
µε µονοπάτια µη-οµοτοπικά που να δίνουν διαφορετικούς ισοµορφισµούς της οµάδας.

4. (αʹ) ∆ώστε παράδειγµα 1:1 συνεχούς συνάρτησης f : X → Y για την οποία ο οµοµορ-
ϕισµός f∗ = π1(f) δεν είναι 1:1.

(ϐʹ) ∆ώστε παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης f : X → Y που είναι επί, για την οποία
ο οµοµορφισµός f∗ = π1(f) δεν είναι επί.

5. Είδαµε ότι αν r : X → A είναι σύµπτυξη και i : A ↪→ X ο εγκλεισµός, τότε έχουµε ότι
ο οµοµορφισµός i∗ είναι 1:1.

∆είξτε ότι ο r∗ είναι επί και εποµένως, εάν η i∗π1(A, x) είναι κανονική υπο-οµάδα της
π1(X, x), τότε η π1(X, x) είναι το ευθύ άθροισµα των im i∗ και ker r∗.

6. Μία οµάδα G λέγεται τοπολογική οµάδα εάν έχει δοµή τοπολογικού χώρου µε τις
απεικονίσεις γινοµένου και αντιστρόφου να είναι συνεχείς :

µ : G×G→ G, ι : G→ G,

όπου µ(g1, g2) = g1g2 και ι(g) = g−1. Θεωρούµε τη ϑεµελιώδη οµάδα της G µε σηµείο
ϐάσης τη µονάδα e. Εάν f, g είναι ϐρόχοι ϐασισµένοι στο e, ορίζουµε ϐρόχο γινόµενο
f · g µέσω του γινοµένου στην G: (f · g)(t) = f(t)g(t), t ∈ I.
∆είξτε ότι το γινόµενο των f, g στην π1 είναι στην ίδια κλάση οµοτοπίας µε τον παραπάνω
ϐρόχο γινόµενο, f ∗ g ∼ f · g, αλλά και f · g ∼ g ∗ f , και εποµένως η ϑεµελιώδης οµάδα
της G είναι αβελιανή.



7. Στον τόρο T 2 = S1 × S1 ⊂ C×C, µε α, β τους ϐρόχους

α(t) = (e2πit, 1), β(t) = (1, e2πit),

δείξτε (µε χρήση κατάλληλου διαγράµµατος) ότι α ∗ β = β ∗ α.

8. ∆είξτε, µε χρήση του ϑεωρήµατος των Seifert-van Kampen ότι π1(R3 \ S1) ∼= Z.

9. Υπολογίστε τη ϑεµελιώδη οµάδα του χώρου που παίρνουµε από δύο αντίτυπα του τόρου
S1×S1 µε ταύτιση του ενός κύκλου S1×{x0} στον πρώτο τόρο µε τον αντίστοιχο κύκλο
S1 × {x0} στο δεύτερο τόρο.
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