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Βαθµός

1. Θεωρούµε το σύνολο M των 2× 2 πινάκων µε πραγµατικά στοιχεία,

M = {X =

[
x1 x3
x2 x4

]
, xi ∈ R}.

∆είξτε ότι είναι διανυσµατικός χώρος και δώστε τη διάστασή του. Εάν

A =

[
a b
c d

]
είναι πραγµατικός πίνακας µε detA 6= 0, δείξτε ότι η απεικόνιση: T : X 7→ AX είναι
γραµµική και αντιστρέψιµη και δώστε τον πίνακά της (ως προς την κανονική ϐάση). Τέλος,
εάν Spec (A) = {λ1, λ2} και λ1 6= λ2, δώστε τις ιδιοτιµές της T , καθώς και τις αλγεβρικές
και γεωµετρικές τους πολλαπλότητες.
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2. ∆ώστε τις ιδιότητες της συνάρτησης όγκου-µε-πρόσηµο (σε πραγµατικό ∆.Χ. διάστασης n) που
ονοµάζουµε ορίζουσα:

det(a1, a2, . . . , an), όπου ai ∈ Rn.

Εποµένως, δείξτε ότι
det(kA) = kn detA, k ∈ R.

∆είξτε επίσης ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα kA είναι µi = kλi, i = 1, . . . , n, όπου {λi} είναι οι
ιδιοτιµές του A.

Οι ιδιοτιµές του πίνακα

A =

 −1/2 −5/2 −5/2
5/2 9/2 5/2
−5 −5 −3


είναι οι λ1 = 2 και λ2 = −3, µε αλγεβρικές πολλαπλότητες m1 = 2, m2 = 1. Βρείτε από τα
παραπάνω τις ιδιοτιµές του πίνακα Ã = (−2)A και κατόπιν ϐρείτε κατάλληλα ιδιοδιανύσµατα
(γενικευµένα ή µη) που δίνουν την κανονική µορφή (Jordan) του Ã. ∆ώστε τη µορφή αυτή.
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3. Η αλλαγή ϐάσης στο R3, B → F δίνεται από τον πίνακα

P =

 2 1 −2
1 2 0
−1 −1 1

 .
Εάν xi (i = 1, 2, 3) είναι οι συντεταγµένες ως προς τη ϐάση B και zi οι συντεταγµένες ως προς
τη ϐάση F , ϐρείτε την αλλαγή µεταβλητών (ή συντεταγµένων) που δίνει τις zi ως προς τις
xi (πρέπει να υπολογίσετε αντίστροφο πίνακα του P ).

Εάν η αρχική ϐάση B είναι η κανονική, ϐρείτε τα διανύσµατα ϐάσης της F και εφαρµόστε
τη διαδικασία των Gram-Schmidt για να ορθοκανονικοποιήσετε τη ϐάση F .

(30)

4. (αʹ) Η γραµµική απεικόνιση T : V n →Wm είναι 1:1. Τί µπορείτε να πείτε για τις διαστάσεις
n και m; ∆ικαιολογήστε πλήρως την απάντησή σας.

(ϐʹ) Οι γραµµικές απεικονίσεις : S : U → V , T : V → W µεταξύ ∆.Χ. διάστασης ≥ 2 δίνουν
µηδενική σύνθεση: T ◦S(u) = 0W , ∀u ∈ U . Σηµαίνει αυτό ότι η µία από τις δύο πρέπει
να είναι µηδενική ; Αν ναι, δείξτε το. Αν όχι, δώστε αντι-παράδειγµα. Βρείτε µιά σχέση
µεταξύ των υποχώρων imS και kerT του V .
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