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1. ∆ίνεται γραµµική απεικόνιση T : R3 → R3 που εκφράζεται ως προς µία ϐάση από τον πίνακα
A, και διάνυσµα v ∈ R3, όπου:

A =

 3 1 −1
2 2 0
1 3 5

 , v =

 1
1
0

 .
∆είξτε ότι τα διανύσµατα v,Av,A2v είναι γραµµικά ανεξάρτητα —και εποµένως ϐάση του R3.
∆ώστε τον πίνακα της γραµµικής απεικόνισης που εκφράζει ο A ως προς τη νέα αυτή ϐάση

(εκφράστε το A(A2v) ως προς τη ϐάση). Πίνακες αυτής της µορφής λέγονται συνοδοί κανονικές

µορφές —companion canonical forms. Υπολογίστε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A από
τη µορφή αυτή.

Γενικεύοντας, εάν για κάποιο v ∈ Rn, τα {v,Av,A2v, . . . An−1v} είναι γραµµικά ανεξάρτητα,
ϐρείτε την συνοδό κανονική µορφή του A και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο.

2. (αʹ) ∆ώστε την αλλαγή µεταβλητών που προκύπτει από την αλλαγή ϐάσης B  F µε πίνακα

P =

 1 1 1
1 2 1
0 2 1

 .
(ϐʹ) ∆ώστε την αλλαγή ϐάσης που προκύπτει από την αλλαγή µεταβλητών:

u = x+ y + z
v = x− y
w = 2x+ y + 3z

,

καθώς και την αντίστροφη αλλαγή µεταβλητών.

3. (αʹ) ∆είξτε ότι ο τετραγωνικός πίνακας A είναι αντιστρέψιµος εάν και µόνο εάν το µηδέν δεν
είναι ιδιοτιµή του A.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι εάν λ είναι ιδιοτιµή του αντιστρέψιµου A, λ 6= 0, τότε το 1/λ είναι ιδιοτιµή του
A−1.

(γʹ) ∆ώστε το σύνολο των ιδιοτιµών του πίνακα A− sI, για s ∈ C, εάν ο A έχει ιδιοτιµές :

Spec (A) = {λ1, λ1, . . . λn}.

4. Βρείτε τις ιδιοτιµές του πίνακα

A =

 −3 1 0
4 0 1
1 1 1

 .
Βρείτε ϐάση του χώρου R3 ως προς την οποία η γραµµική απεικόνιση που δίνει ο A να είναι
διαγώνια.
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