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Εισαγωγη στην Αλγεβρα
΄Ογδοο σετ Ασκήσεων

1. (αʹ) Υπολογίστε την τιµή της συνάρτησης φ(n) του Euler για n = 225 και n = 600.

(ϐʹ) Βρείτε όλα τα n για τα οποία φ(n) είναι περιττός αριθµός —και δώστε απόδειξη.

2. (αʹ) Στο Z20 ϐρείτε όλα τα στοιχεία τα οποία έχουν αντίστροφο, δηλαδή για τέτοιο
[a] ∈ Z20, υπάρχει [b] ∈ Z20 µε ab ≡ 1 mod 20.

(ϐʹ) Στο Z20 ϐρείτε όλους τους διαιρέτες του µηδενός, δηλαδή µη-µηδενικά στοιχεία [a]
τέτοια ώστε να υπάρχει [b] µε ab ≡ 0 mod 20.

(γʹ) Εξηγήστε γιατί τα παραπάνω υποσύνολα εξαντλούν όλα τα µη-µηδενικά στοιχεία
του Z20, αλλά και γενικού Zn και γιατί το πρώτο σύνολο δίνει οµάδα —την πολλα-
πλασιαστική οµάδα (Zn)

×.

(δʹ) Βρείτε το αντίστροφο του κάθε στοιχείου της (Z20)
×. Είναι µοναδικό ;

(εʹ) ∆ώστε όλα τα γινόµενα µη-µηδενικών στοιχείων που δίνουν µηδέν : ab ≡ 0 mod 20.
Είναι µοναδικό το [b], για κάθε [a];

(ϛʹ) ∆είξτε ότι γενικά στο Zn, αν gcd(a, n) = d, τότε ab ≡ 0 mod n συνεπάγεται ότι
b ≡ 0 mod (n/d). ∆είξτε εποµένως ότι δεν ισχύει ο κανόνας διαγραφής: για c
µη-µηδενικό, ca ≡ cb mod n δεν συνεπάγεται ότι a ≡ b mod n, αλλά έχουµε
a ≡ b mod (n/d). ∆ώστε παραδείγµατα στο Z20.

3. ∆ώστε τον πίνακα πρόσθεσης στο Z4 και τον πίνακα γινοµένου στο (Z5)
× και δείξτε

ότι, µε κατάλληλη αντιστοίχιση, είναι ίδιοι. Στο δεύτερο σύνολο, δείξτε ότι τα στοιχεία
του µπορούν να γραφούν ως δυνάµεις ενός µη-ταυτοτικού στοιχείου και, επιπλέον, ότι
υπάρχει ϕυσικός k τέτοιος ώστε ak ≡ 1 για όλα τα [a] ∈ (Z5)

×.

4. ∆είξτε ότι ο κανόνας διαγραφής ισχύει στο Zp, µε p πρώτο: αν [c][a] = [c][b] και [c] 6= [0],
τότε [a] = [b].
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