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1. (αʹ) ∆είξτε ότι τα πολυώνυµα {1, x, x2, . . . , xn} (n > 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα στο

∆.Χ. P (x) όλων των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές. Εποµένως δείξτε

ότι αποτελούν ϐάση του υποχώρου Pn(x) πολυωνύµων ϐαθµού το πολύ n και

δώστε τη διάσταση του Pn(x).

∆ώστε ισοµορφισµό του χώρου Pn(x) µε πραγµατικό ∆.Χ. ίδιας διάστασης, δίνοντας

εικόνες των παραπάνω πολυωνύµων.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι τα πολυώνυµα {1+x, 1+x2, 2x−x3} είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Ανήκει

το πολυώνυµο 1 − 2x + x2 + x3
στο ανάπτυγµά τους ; Εάν ναι, εκφράστε το ως

γραµµικό συνδυασµό τους.

2. ΄Εστω W µη-κενός, γνήσιος υποχώρος του ∆.Χ. V , µε dimV = n > 1. Εάν {b1, . . . , bk}
είναι ϐάση του W , ϑεωρούµε επέκτασή της σε ϐάση του V :

{b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn}.

Εάν U = span(bk+1, . . . , bn), δείξτε ότι V = W ⊕ U (ευθύ άθορισµα.)

3. ∆ίνεται ο υποχώρος

W = span((1, 1, 0, 0)) ⊂ R4.

Είναι δυνατόν να ϐρεθούν υποχώροι W1,W2 του R4
τέτοιοι ώστε :

(αʹ) Να έχουµε ευθέα αθροίσµατα W ⊕W1 = R4
και W ⊕W2 = R4

και

(ϐʹ) Να έχουν τετριµµένη τοµή: W1 ∩W2 = {0}.

Εάν ναι, να ϐρεθούν κατάλληλοι W1,W2. Εάν όχι, εξηγήστε γιατί και ϐρείτε W1,W2

που να ικανοποιούν την πρώτη συνθήκη και να έχουν όσο το δυνατόν µικρότερη τοµή.

4. Εάν T : V → U είναι γραµµική απεικόνιση και W ⊂ V είναι υποχώρος τέτοιος ώστε η

T να είναι 1:1 και επί στον W , δείξτε ότι dimV ≥ dimU .
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