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Εισαγωγη στην Αλγεβρα
΄Εκτο σετ Ασκήσεων

[Το σετ αυτό είναι πιό ῾῾πειραµατικό᾿᾿ και σας Ϲητά να αναζητήσετε κανόνες σε ακολουθίες αριθ-

µών που υπολογίσατε και να διατυπώσετε κάποιες ῾῾ εικασίες᾿᾿]

1. (αʹ) ∆είξτε ότι, εάν gcd(a, b) = d, τότε το σύνολο των ακεραίων c για τους οποίους
υπάρχουν ακέραιοι x, y µε xa+ yb = c είναι το σύνολο των πολλαπλασίων του d.

(ϐʹ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x, y) = |120x+36y| για (x, y) ∈ Z×Z−{(0, 0)} (πάνω
στο πλέγµα των µη-µηδενικών Ϲευγών ακεραίων.) Βρείτε την ελάχιστη τιµή της
συνάρτησης αυτής, καθώς και τις τιµές των (x, y) που δίνουν το ελάχιστο.

2. Συνεχή κλάσµατα (continued fractions): Ο Ευκλείδειος αλγόριθµος συνδέεται άµε-
σα µε τα λεγόµενα συνεχή κλάσµατα, εκφράσεις της µορφής:
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(πεπερασµένος ή άπειρος αριθµός.) Είναι πιό ϐολικό να γράψουµε το κλάσµα ως
ακολουθία : [a0; a1, a2, . . .], µε την προφανή αντιστοίχιση.

Για a ≥ b > 0 ϕυσικούς, γράφουµε τα ϐήµατα του Ευκλείδειου αλγορίθµου ως:
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και ούτω καθεξής, οπότε ο λόγος a/b γράφεται ως συνεχές κλάσµα:
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,

όπου εµφανίζονται τα πηλίκα των διαιρέσεων.

∆είξτε ότι για οποιονδήποτε ϱητό, το συνεχές κλάσµα είναι πεπερασµένο και δώστε την
ακριβή τελική µορφή του.

Εφαρµόστε τη διαδικασία αυτή για το παράδειγµα που έχουµε κάνει : a = 10672 και
b = 4147 (Απ: [2; 1, 1, 2, 1, 9, 2]).

Εάν σταµατήσουµε σε κάποιο στάδιο (δηλαδή σε κάποιο 1/qk), τότε έχουµε ϱητούς αριθ-
µούς που λέγονται ῾῾προσεγγίσεις᾿᾿ (convergents) του αριθµού a/b. ∆ώστε την ακολουθία
των προσεγγίσεων για το παραπάνω παράδειγµα. Πόσο ακριβείς είναι ;
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3. (Συνέχεια) Θα εξετάσουµε το (πολύ απλό !) άπειρο συνεχές κλάσµα

φ = [1; 1, 1, 1, 1, 1, . . .].

Υπολογίστε τις δέκα πρώτες ϱητές προσεγγίσεις. Τί παρατηρείτε ;

Οι προσεγγίσεις που ϐρήκαµε παράγονται και από έναν αναδροµικό τύπο: µε f0 =
1, f1 = 1, ϑέτουµε

fn+2 = fn+1 + fn, για n ≥ 2.

Παράγεται έτσι µιά ακολουθία ακεραίων, που λέγεται ακολουθία Fibonacci. Οι προ-
σεγίσεις που ϐρήκαµε παραπάνω είναι οι λόγοι διαδοχικών όρων της ακολουθίας.

∆είξτε επαγωγικά από την αναδροµή ότι κάθε τρεις διαδοχικοί όροι fn, fn+1, fn+2 είναι
σχετικά πρώτοι ανά δύο, δηλαδή gcd(fn, fn+1) = 1 κλπ.

[Bonus: Μπορείτε να δώσετε την πλήρη απόδειξη ότι οι ϱητές προσεγγίσεις του φ είναι
όλες της µορφής fn+1/fn;]

Τέλος, δείξτε γιατί

φ = 1 +
1

φ

και ϐρείτε από τον τύπο αυτόν την τιµή του φ (λέγεται ο χρυσός λόγος, golden ratio.)
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