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1. ∆ώστε πλήρεις αποδείξεις για τα παρακάτω:

(αʹ) Η ένωση A ∪ P αριθµήσιµου A και πεπερασµένου συνόλου P είναι αριθµήσιµη.
(ϐʹ) Αριθµήσιµη ένωση ∪i∈NAi αριθµήσιµων συνόλων Ai, i ∈ N είναι αριθµήσιµη.

2. Σε σύνολα A,B έχουµε σχέσεις διάταξης, ας πούµε µε συµβολισµούς ≤ και � αντίστοι-
χα. Ορίζουµε σχέση R στο καρτεσιανό γινόµενο A×B µέσω των δύο σχέσεων διάταξης
ως εξής :

(a, b)R(a′, b′)⇐⇒ a ≤ a′ και b � b′.

∆είξτε ότι η R είναι σχέση διάταξης (λέγεται διάταξη γινοµένου, product order).

Εάν C ⊂ A, D ⊂ B είναι υποσύνολα και u1, u2 άνω ϕράγµατα των C,D για τις ≤ και
� αντίστοιχα, είναι το (u1, u2) άνω ϕράγµα του C ×D για την R;

Ως απλό παράδειγµα, δώστε το διάγραµµα Hasse της R για A = {1, 2}, B = {a, b, c}
και διατάξεις που δίνονται από τα διαγράµµατα Hasse:

Τέλος, αν A = B = R και οι δύο διατάξεις είναι απλά η ίδια σχέση ≤ ¨µικρότερο ή
ίσο¨, ϐρείτε άνω ϕράγµα για το υποσύνολο {x2 + y2 < 1} στο R×R = R2. Ποιό είναι
το ελάχιστο άνω ϕράγµα u; (δηλαδή κάθε άλλο άνω ϕράγµα είναι ¨µεγαλύτερό του¨.)

3. Μία άλλη επιλογή σχέσης στο γινόµενο A × A (µε µία σχέση διάταξης στο A, την ≤),
είναι η λεξικογραφική:

(a, b)R(a′, b′)⇐⇒ a ≤ a′ και αν a = a′, b ≤ b′.

∆είξτε ότι έχουµε σχέση διάταξης και εξηγήστε πώς συνδέεται µε τη διάταξη των λέξεων
σε λεξικό.

Επαναλάβετε την εύρεση (ελαχίστου) άνω ϕράγµατος στο R2 για το µοναδιαίο δίσκο της
προηγούµενης άσκησης.
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