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1. ΕάνR1,R2 είναι σχέσεις ισοδυναµίας στο σύνολοA, ορίζουµε την ένωσηRu = R1∪R2

και την τοµή τους Ri = R1 ∩R2 ως:

aRub⇔ aR1b ή aR2b,

aRib⇔ aR1b και aR2b.

(αʹ) ∆είξτε ότι η Ri είναι σχέση ισοδυναµίας, αλλά η σχέση Ru δεν είναι Σ.Ι., γενικά.

(ϐʹ) Θυµίζουµε ότι οι Σ.Ι. είναι σε 1:1 αντιστοίχιση µε διαµερισµούς του συνόλου όπου
ορίζονται.
Λέµε ότι ένας διαµερισµός είναι εκλέπτυνση (refinement) ενός άλλου εάν κάθε
υποσύνολο του πρώτου είναι υποσύνολο κάποιου υποσυνόλου του δευτέρου (δη-
λαδή έχει σπάσει το σύνολο σε περισσότερα κοµµάτια.) Τί µπορείτε να πείτε για το
διαµερισµό της τοµής Ru σε σχέση µε τις R1, R2; ΄Εχουµε εκλεπτύνσεις σε κάποια
κατεύθυνση και πώς ακριβώς παράγονται ;

(γʹ) Βρείτε τις κλάσεις ισοδυναµίας στο N της τοµής, εάν

aR1b⇔ a ≡ b mod 3,

aR2b⇔ a ≡ b mod 5.

2. Μία σχέση ισοδυναµίας σε ένα πεπερασµένο σύνολο µπορεί να ¨παρασταθεί γραφικά¨

µε διάγραµµα πλέγµατος στο επίπεδο, µε ένα σηµείο γιά κάθε Ϲεύγος της σχέσης. Με
κατάλληλη αρίθµηση των στοιχείων, και χωρίς να χάσουµε γενικότητα, ϑεωρούµε ότι
το σύνολο είναι κάποιο {1, 2, . . . n} και η σχέση είναι στο ακέραιο πλέγµα N×N.

Η ερµηνεία της ανακλαστικής ιδιότητας είναι προφανής : η σχέση περιλαµβάνει όλα τα
¨διαγώνια¨ στοιχεία του πλέγµατος. ∆ώστε ανάλογες ερµηνείες για τη συµµετρική και
τη µεταβατική ιδιότητα.

Με ϐάση τα παραπάνω, ϐρείτε τη σχέση ισοδυναµίας στο {1, 2, 3, 4} η οποία περιλαµ-
ϐάνει τα Ϲεύγη 1R1, 1R3 και 4R2 και δώστε το διάγραµµά της.

3. Ορίζουµε σχέση στο σύνολο των ευθειών στο επίπεδο: ` ∼ `′ εάν οι ευθείες είναι
παράλληλες. ∆είξτε ότι έχουµε σχέση ισοδυναµίας.

Περιγράψτε έναν τρόπο να επιλέξουµε αντιπρόσωπο από κάθε κλάση ισοδυναµίας. Τί
σύνολο παίρνουµε, γεωµετρικά. από τους αντιπροσώπους αυτούς ;
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4. Θεωρούµε γραµµική απεικόνιση του επιπέδου στο R: f : R2 → R : (x, y) 7→ ax + by,
µε (a, b) 6= (0, 0). ΄Οπως έχουµε πει, έχουµε σχέση ισοδυναµίας στο πεδίο ορισµού R2

της f :
(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ f(x, y) = f(x′, y′).

Περιγράψτε τις κλάσεις ισοδυναµίας της σχέσης αυτής.

Τέλος, ϑεωρώντας τις παραµέτρους a, b µεταβλητές, ορίζουµε σχέση στο R2 − {(0, 0)}:
(a, b) ∼ (a′, b′) εάν οι παραπάνω γραµµικές απεικονίσεις µε τις τιµές αυτές των παραµέ-
τρων έχουν τον ίδιο πυρήνα. ∆είξτε ότι ορίζεται Σ.Ι. και ϐρείτε τις κλάσεις ισοδυναµίας.

5. Πόσους διαφορετικούς διαµερισµούς (και εποµένως Σ.Ι.) έχουµε σε ένα σύνολο µε
τέσσερα στοιχεία ; (΄Ισως σας ϐοηθήσει να ϑεωρήσετε το σύνολο ως τις ακµές ενός

τετραγώνου.)

Bonus: Πόσες από αυτές τις σχέσεις ισοδυναµίας είναι πραγµατικά διαφορετικές, εάν
δεν ϑεωρήσουµε διαφορετικές δύο σχέσεις όπου η µία δίνει την άλλη µε απλή αναδιά-
ταξη των στοιχείων του συνόλου ;
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